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INTROD UCTION

Les immenses avantages que présentent les solutions graphi-
ques nous ont engagé a faire parailtre le présent ouvrage.

L’étude du célébre traité de « Statique graphique » du profes-
seur Culmann présente certaines difficultés. La théorie suppose,
en effet, une connaissance approfondie de la géométrie de posi-
tion, que I'on n’enseigne encore aujourd’hui que dans un nombre
trés-restreint d’écoles, et c’est 4 cette cause qu'il faut attribuer
le rare emploi du calcul graphique. Ramener cette théorie & sa
plus simple expression, en la basant sur les principes élémentai-
res de géométrie pure, tel a été notre but.

Pour rendre notre théorie encore plus compréhensible, nous
n’avons pas craint de traiter, soit dans le courant d’une démons-
tration, soit dans des chapitres spéciaux, un grand nombre
d’exemples.

Le présent ouvrage ne corﬁporte point toutes les applications
que 'on peut faire du calcul graphique ; il ne traite que les solu-
tions purement statiques, et nous nous proposons de le compléter
plus tard, en 'étendant aux problémes reposant sur les lois de
I'élasticité, poutres continues, poutres courbes, etc...

Dans le chapitre ou nous avons traité les poutres compo-
sées & cOté de la solution graphique, nous avons encore dé-
veloppé la méthode analytique, et principalement celle dite
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« Méthode de Ritter ». Il sera aindi facile de se rendre un compte
exact de la concordance des deux solutions.

Aujourd’hui, le calcul graphique semble s'imposer de lui-
méme, et, sous peu, son enseignement se trouvera inscrit dans
le programme de chaqﬁe école d'ingénieurs et d’architectes.
Mais il ne faudrait pas pour cela négliger ou laisser de coté les
solutions analytiques, car, dans bien des cas, une application
simultanée des deux méthodes conduira le plus rapidement

au but,

Budapest, en mars 1882.




ERRATA

Page 18, ligne 5 en remontant, au lieu de k, lisez K.
m2 Nm3

Page 23, ligne 135, aulieu de e tRRY lisez—a—m;- —=....

Page 43, ligne 6 en remontant, au lieu de (fig. 64 et fig. 62), lisez
(fig. 6%, fig. 65 et fig. 62).

Page 43, ligne 2 en remontant, au lieu de (fig. 65 et 66), lisez (fig. 67 et 66).

Page 44, ligne 1 en remontant, au lieu de tangentes, lisez cotés.

Page 49, ligne 15, au lieu de (2). I =H y, lisez (2). { = H y,.

Page 51, ligne 2, au lieu de d gauche, lisez & drotte.

Page 51, ligne 3, au lieu de a drotte, lisez & gauche

Page 60, ligne 11 en remontant, au lieu de 1 »* = 120, lisez 1m = 10t

Page 70, ligne 4 en remontant, au lieu de par, lisez pour.

Page 73, ligne 8, au lieu de le polygonr, lisez la courbe.

Page 78, ligne 1 en remontant, au lieu de Me = Yau. h =...., lisez
My =— Yz. h =....

Page 79, ligne 3, au lieu de momnttif néga Mg, lisez moment négatif Ma.

Page 80, ligne 3. au lieu de Mz, = Yg,. 1. 5™ = 5m%, lisez Mo, = Ya,, A

— 1%, 3m — 5miy,

Page 80, ligne 6 en remontant, au lieu de My = — B. [, , lisez M\x = — B. |, ,
Page 87, ligne 12, au lieu de la droite, lisez le triangle. 4
Page 124, ligne 13 en remontant, au lieu de o'a’ = 0’0’ = 3'5. lisez

o'a’ = 0'b6’ = 3135.

Page 139, ligne 4 en remontant, au lieu de yy lisez y,y,.

Pagé 143, ligne 17 en remontant, au lieu de épreuves, lisez épures.

Page 147, ligne 4 en remontant, au lieu de courbe, lisez figure.

Page 150, ligne 4, au lieu de (fig. 218), lisez (fig. 217).

Page 176, dans le tableau au lieu de Fer 7,82, Acier cémenté 1,79, lisez
Fer 7,19, Acier cémenté 7,82. \



ERRATA
sin 2 («-4-10),

Page 184, ligne 9, au lieu de ¢ = 0,127 »* EErvYe a— lisez ¢ = 0,160 2
sin * (= +4-10).
€os o

Page 184, ligne 10, au lieu de p, lisez ¢.
Page 188, lignes 1 et 2, au lieu de A == 733 kil., v = 447 kil., lisez h — 447 kil.,
v =733 kil.

. . 1 .1
Page 188, ligne 9, au lieu de-{—;v: S, hsez?v = ps.

Page 192, ligne 9 en remontant, au lieu de 8 = — 1551,5, lisez 8 == — 15515,0,
Page 197, ligne 6 en remontant, au lieu de 7 =3%=10¢, lisez 6 — 34 = {0
Page 199, iigne 3, au lieu de fig. 220, lisez fig. 222.

Page 199, ligne 6 en remontant, au lieu de 7 fermes, lisez 14 fermes.

Page 204, ligne 11, au lieu de g3, lisez ¢3.

Page 203,ligne 7 en remontant, au lieu de A—2 m= 12220, lisez =2 m—12™00.



STATIQUE GRAPHIQUE

APPLIQUEE AUX

CONSTRUCTIONS, TOITURES, PLANCHERS, ETC.

NOTIONS PRELIMINAIRES DU CALCUL GRAPHIQUE.

Addition et soustraction.

Dans le calcul graphique, les grandeurs se représentent par des
lignes; les positives se portant dans un sens et les négatives
“dans le sens opposé. Ces lignes sont proportionnelles aux gran-
deurs qu’elles représentent. |

L’addition et la soustraction sont pour ainsi dire une seule et
méme opération. Ainsi, en additionnant des quantités positives
et négatives, nous faisons par le fait méme une soustraction.

Formons par exemple (Pl I, fig. 1) la somme des grandeurs
représentées par les lignes a, b,¢, d, e; les longueurs a,c, etd
sont (par ex.) positives, b et e par contre négatives.

Pour cela, prenons sur une droite un point origine quelcon-
que O; considérons la direction vers la droite comme positive et
celle versla gauche comme négative. Portons la longueur a a
partir de O jusqu’en s et marquons ce point s par un petit trait situé
au-dessus de la droite. Puis & partir de s portons la longueur
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jusqu'en #, en observant le signe. Pour distinguer l'extrémité
de b (quantité négative), nous en marquerons I'extrémité par deux
petits traits situés en dessous de la base d’opération. Nous porte-
rons de méme, chacune avee son signe, la longueurca partir de ¢
jusqu’en u, la longueur d de u en v et la longueur e de v en x.
Les extrémités de chaque longueur sont désignées par des traits
d'égale grandeur. Nous les ferons plus grands au fur et & mesure
que nous ajouterons une nouvelle quantité. Nous pourrons ainsi
retrouver facilement chaque longueur et de plus suivre lamarche
daus laquelle la somme des quantités données aura été effectuée.
La droite Ox donne le résultat de I'addition, c’est-a-dire la
somme cherchée. Le point = tombant ici 4 droite du point O, le

résultat sera positif.

Nous avons pris (Pl I, fig. 1):
a=+2;b=—29; c=+18;d=43,4; e=— 1,2
La droite Ox représentant la somme demandée sera alors égale & :
Or =2—29-+18+34—1,2=+43,1

et sera a lire & la méme échelle que les longueurs a, b, ¢, d, e.
Multiplication et division.

La multiplication et la division sont aussi deux opérations ana-
logues que nous pourrons traiter simultanément. Posons en effet
comme point de départla formule suivante :

ab,
xr =

c

Cette formule renferme aussi bien une multiplication qu’une di-
vision ; nous aurons une multiplication en posant ¢=1, et une di-
vision en faisant soit a==1, soit b=1.

- Construisons tout d’abord (Pl. I, fig. 2) le produit des deux
grandeurs données a et b et désignons ce produit encore inconnu

par x.
Nous porterons en OA la grandeur a sur 'un des co6tés d’'un

angle quelconque Ovu et en OB la grandeur & sur Pautre coté.

et
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Quant & la longueur choisie comme unité, nous pourrons la porter
sur I'un ou I'autre des deux c6tés de ’angle, par exemple en OI
sur le ¢oté Ou. »

Joignons AI, menons par le point B une paralléle & cette droite.
Cette paralléle coupe le c6té Ov au point X et la longueur OX—=x
représente le produit cherché. En effet, les triangles AOI et XOB
élant semblables, nous pourrons écrire la relation suivante :

a .

-— T -

17 b
D’ou:
ab
I = T: ab.

Nous avons pris (PL. 1, fig. 2):
a=2eth=23.

Le resultat de la construction sera :

z=0X=2.3=6.

Nous pourrons construire de la méme maniére le quotient d’une
division. Dans la formule générale citée plus haut, 'un des fac-
teurs du numérateur devient alors égal & 'unité choisie.

Soit (Pl. I, Fig. 3) @ & diviser par c; soit de plus x le quotient
cherché. Nous avons alors

Tr =
c

Procédons d’'une maniére analogue a celle employée pour la
multiplication, c¢’est-a-dire, portons sur Ovla longueur OA=a; et
sur Ou, OI=1 et OB==c; joignons AB et menons par I une paral-
lele & AB. Le résultat cherché nous sera donné par la ligne OX.

Les triangles OXI et OAB étant semblables, nous pourrons
écrire la proportion suivante:

ou bien:

Nous avons pris (PL. I, fig. 3):
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a=2; ¢c =4
Le quotient de la division sera :
2

— 00X ==-— 0.5
X 4‘ 39

Nous vourrons donc établir d’aprés ce qui précéde la regle
suivante : -

Dans une multiplication, les facteurs a et b, dans une division
les facteurs a et 1, ne sont jamais & porter sur le méme c0Oté de
I'angle et dans aucun cas les pomts extrémes de ces droites ne
seront a joindre.

Elévation de la deuxiéme puissance.

1 r__ 7 a b .
Sidans la formule générale — ==a,n0us faisons a="betc=1,

nous aurons:
aa 9
T =a =z
La multiplication se transforme alors en une élévation a la deu-
xiéme puissance. La construction graphique de » —=a est done
en tous points analogue 4 celle d'une multiplication ou d’une divi-
sion, et c’est de cette maniére que nous avons construit (Pl I,
Fig. %).
OX=a=a.
Nous avons pris ¢ = 2, et nous avons trouve :
r=0X=a =2.2=5%.
En appliquant la méme méthode nous saurons déterminer les
troisidme, quatridéme, ete., puissances de 1.

Racine carrée.

Nous pourrons construire trés-facilement 1’expression:

z=\a= \/ a.1
en remarqaunt que & n’est autre que la moyenne proportionnelle

entre la grandeur a et I'unité.
Cette expression élevée au carré donne :



CONSTRUCTION DE LA MOYENNE PROPORTIONNELLE 5

<. a X
22=qa -1 oubhlen-="2=.
x4

La construction graphique est indiquée (P1. I, Fig. 5).

Portons sur une droite quelconque, a partir -d’un point O, la
Jongueur Op=a et & partir de p sur la méme droite la grandeur
pg==1.Décrivons sur Og comme diamétre une demi-circonférence,
et élevons en p sur Og une perpendiculaire ps. Cette perpendicu-
laire coupe en sla circonférence décrite et la droite ps représente
la moyenne proportionnelle cherchée x.

En effet, les triangles Osp et psg, étant semblables, donnent la
relation suivante :

—2::% ou bien 2? = a
d’ot:
2 =\T
Nous avons pris (PL 1, fig. 5):
Q=54 |
et nous avons trouvé comme résultat de Popération :

= $s$p = \/_&:\/;22
Construction de la moyenne proportionnelle.

La moyenne proportionnelle entre deux quantités quelconques
a et b peut se construitre comme nous venons de lindiquer ci-
dessus au moyen de la formule & ==\ab. Cette construction se
trouve indiquée (P1.1, Fig.6) ot nous avons porté Op=a et pg=>b.
Par suite la droite ps=a sera la moyenne proportionnelle
cherchée.

Nous avons pris (Pl 1, fig. 6):

a=4%5¢ct b =2

et nous avons obfenu pour la valeur de la moyenne proportionnelle entre
ces deux quantités :

w:ps:\/ﬁ_—:\/é, 5 . 2:\/51—_3.
Les droites données a et b différent-elles beaucoup l'une de

I'autre, il faudra alors, pour trouver leur moyenne proportion-
nelle, employer le procédé suivant.
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Portons a partir de O (Pl. I, fig. 7) les longueurs OA=q et
OB=10; décrivons sur la différence BA, prise comme diametre,
une demi-circonférence. Menons par le point O une tangente a la
circonférence décrite ; la longueur OX =u de cette tangente nous
donnera précisément le résultat cherché. Quantau point X, il est
parfaitement déterminé sur la droite OX au moyen du rayon nor-
mal & la tangente menée par le point O.

La démonstration de cette construction nous est donnée par le
théoréme de géométrie pure : « si par un point extérieur & une
circonférence on méne une tangente & cette circonférence et une
sécante, la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante
entiére et le segment extérieur » ; autrement dit : |

a x .
- = — oubien % = ab
x b

d’ou:
z=\ab.
Nous avons pris (Pl 1, fig. 7) :
a=28; b=2

et nous avons trouvé comme résultat :
z=0X =yab= \/2- 8= 4/16=4.
Représentation des surfaces par des longueurs.

Une surface étant une expression du second degré, il s’en suit
que, dans le calcul par lignes et dans les constructions d: gra-
phostatique, nous ne pourrons les employer directement. 11 nous
faudra pour cela les remplacer par des longueurs proportion
nelles en les ramenant & ure base de réduction. Soit par exemple
une surface F = mn. |

En divisant F par une longueur quelconque a, le résultat de
PYogsération représentera une ligne. La surface F se trouve
aingi ramenée 4 la base a, puisqu’'en multipliant la longueur trou-
véo par a, nousaurons de nouveau la quantité F.

Soit f la longueur réduite de la surface F; nous pouvons
écrire :
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mn
_— - — f.

a

La longueur f est proportionnelle & la surface F et donne le
nombre de fois que l'unité adoptée o est contenue dans F. Clest
pourquoi nous appellerons @ « la base de réduction. »

En multipliant / par a, nous obtiendrons le nombre d'unités de
surface comprises dans F, et si nous avons pris pour a 'unité de
longueur, le métre par exemple, f donnera directement le nombre
de M contenus dans la surface considérée.

Si 'on a dans une construction plusieurs surfaces a représenter
par des lignes, il sera bon de ramener toutes ces surfaces ala
méme base de réduction. Les longueurs trouvées seront compa-
rables entre elles et dans le mdme rapport que les surfaces
données.

La grandeur fetla grandeur a donnant le nombre d'unités de
surfaces comprises dansla surface a mesurer, il sera donc bon
d’exprimer a en mulliples de I'unité de longueur. De plus la
grandeur de f dépend du choix de «;aussi aurons-nous toujours
soin de choisir a de telle maniére que f ne devienne ni trop grand
ni trop petit ; des longueurs, ou trop longues, ou trop petites,
pouvant altérer d'une maniére sensible la précision de nos con-
structions.

Dans tous les exemples qui suivront, nous conserverons a la
base de réduction ala méme longueur.

SURFACE D'UN TRIANGLE.

Soit & mesurer la surface du triangle »s¢ et & représenter par
une ligne proportionnelle (Pl I, fig. 8). Prenons, comme base de
réduction, la longueur a choisie d’'une fagon arbitraire. Pour dé-
terminer la grandeur f proportionnelle 4 la surface du triangle
donné, portons sur le ¢bté »s le double de la longueur de bhase
rq==_2a, joignons le point ¢ au point ¢ et par s menons une paral-
18le so & la droite ¢¢, la perpendiculaire, abaissée du point o sur
le c6té rs, donne la longueur cherchée f.

Pour prouver la justesse de cette construction, menons la dreite
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og. Le triangle roq ainsi obtenu est égal au triangle »s{. Mais la
surface du triangle #o0q est : |

i
N'ou: .F
F=5

Dans l'exemple traité (Pl. I, fig. 8)nous avons pris le coté rs = 3. Considé-
rant ce c6té comme base du (riangle, la hauteur sera alors égale & 4 et -sa

surface :
3.4

:—_-——2--:-_ 6 unités de surface.

Pour déterminer graphiquement cette méme surface nous avons pris @ = 2
et nous avons trouvé [ = 3.

Doua F=af= 2.3 =6,
Dans toutes les figures de la Pl I, les longueurs se trouvent portées a I'échelle

de 0010 pour 1™00.
Nous aurons donc dans ce cas :

a=22;f=3"
D'ou F — 6m%.

SURFACE D'UN QUADRILATERE.

La surface d'un quadrilatere irrégullier pourra se mesurer trés
facilement. En effet, nous pourrons toujours, au moyen d’une dia-
gonale, décomposer le quadrilatére donné er deux triangles, me-
surer séparément la surface de chacun d'eux, et additionner les
résultats. La longueur ainsi obtenue sera proportionnelle a la
surface du quadrilatere.

Prenons (Pl. I, fig. 9)le quadrilatére ogpr, tirons la diagonale
op et portons sur cette diagonale sp = 2a. En appliquant la con-
struction décrite ci-dessus, nous trouverons pour le triangle opq
la longueur f,etf,pour le triangle opr. La somme des deux,
=/, -+, représenteralasurface du quadrilatére og p» réduite &
la base a.

Nous avons pris (Pl. I, fig. 9) @ = 2 et nous avons trouvé :

Pour le triangle opg: f; = 1,5.
Pour le triangle opr : f; = 1,87.
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La somme des deux sera:
fi+ fo = 1,5 + 1,87 = 3,37 unités.
La surface du quadrilatere :

F=(fi + /o) a = 3,37 . 2 = 6,74 unités de surface.

La diagonale op est-elle plus grande que le double de la base a,
alors les points extrémes s et ¢ de /i et de f, tombent en dehors
de la surface du quadrilatere (Pl. I, fig. 10).

La méme méthode est encore applicable et nous aurons éga-
lement :

F
==

F=1+7)

Dans I'exemple traité (Pl. 1, fig. 10), nous avons de nouveau pris comme
base de réduction a = 2 et nous avons construit :

[1=2%; [2=3
f=1r+/=>5%

D’ou la surface du quadrilatére :

F=(1 4+ f) a =(2,4 + 3) 2 = 10,8 unités de surface.
SURFACE D'UN RECTANGLE.

La surface durectangle représenté (Pl. I, fig. 11) estF=or- op,
c’est-a-dire égale a la base multipliée par la hauteur. Nous trou-
verons de suite la longueur proportionnelle f en appliquant la
construction donnée plus haut.

Prenons par exemple l'angle ofr dont les c0Otés représentent
déja les longueurs op et or; portons os = a, menons la droite sp
et par » menons une paralléle »¢ a 1a droite sp. La longueur ot=f
est le résultat cherché.

Dans Pexemple (Pl. 1, fig. 11), nous avons pris 07 = 4 et op = 2,5.

Dot : F = 2,5 - & = 10 unités de surface.

Dans la construction graphique nous avons pris ¢ = 2 et nous avons cons-
truit £ = 5.

La surface, rapportée & la grandeur f est donec:

F=a.f=25 2= 10 unités de surface.

L'un des cotés du rectangle se trouve-t-il précisément égal & la
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base de réduction, I'autre c0té représentera directement Ja lon-
gueur proportionneﬂe a la surface du rectangle.

Nous pourrons, en appliquant cette méme méthode, déterminer
la surface d’un carré.

SURFACE D'UN PARALLELOGRAMME.

La surface d'un parallélogramme (Pl. II, fig. 12) est:
F=m.op
c¢’est-a-dire égale 4 'un des cdtés multiplié par la normale com-
prise entreles deux cOtés paralléles. Pour construire la longueur

s . F op.m
représentative de cette surface f=5= p

, IOUS NOUS Servirons

de I'angle opr. Portons sur le ¢6té or la longueur m jusqu'en M
ainsi que la base de réduction @ jusqu'en A. Joignons les points
A et p, menons par M une paralléle MX & Ia droite Ap; lalon-
gueur oX = [ est le résultat cherché.

Dans Vexemple traité (Pl. II, fig. 12), la distance des cdtés paralléles est
m = 1,5 et la longueur d’un de ces cOtés: op = 4. :
La surface est par suite :
F=op.m=4-.1,5 =6 unités de surface.
Pour mesurer graphiquement cette méme surface, nous avons pris« =2.
Le résultat sera : /= 3. Et la surface F==af = 2 - 3==6 unités.

Nous pourrons déterminer de méme la surface d’'un losange.

SURFACE D’UN TRAPEZE.

La surface d'un trapéze est égale au produit de la moyenne
arithmétique des deux c6tés paralléles par la perpendiculaire com-
prise entre ces deux cotés. '

Nous avons alors (Pl. II, fig. 13).

F st - m
F:st~metf:5:: -

Pour construire cette expression, nous pourrons employer
I'angle st» formé par la moyenne arithmétique et par le coté or.
Portons sur le coté #r la longueur m jusqu’'en M et la base de ré-
duction a jusqu'en A. Appliquant la méthode donnée ci-dessus,

nous frouverons :
f =X
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Dans l'exemple traité (P1. 11, fig. 13) nous avons :
m=2,5 et st = 3.
La surface est done :
F=om-.st =253 =175 unités de surface.

Pour construire graphiquement f, nous avons pris ¢==2 et nous avons
trouvé f==3,75. F sera donc : =a « f=2 - 3,75==7, 5 unités de surface.
SURFACE D'UN POLYGONE.

La surface d'un polygone régulier s'obtient le plus facilement,
en le décomposant en friangles égaux, c'est-a-dire en joignant
tous les sommets du polygone au centre de figure. Dans ce cas,
nous n'aurons alors qu’a construire la surface de 'unde ces trian-
gles et & multiplier le résultat par le nombre de triangles pour
obtenir la longueur proportionnelle représentant la surface de ce
polygone.

Avons-nous au contraire & mesurer la surface d'un polygone
irrégulier, il nous faudra alors le décomposer égalementen trian-
gles et mesurer séparément la surface de chacun d’eux. La somme
de tous les f ainsi déterminés nous donnera le résultat demandé.
Dans ce cas, une autre construction nous conduira plus rapide-
ment au but. Elle consiste & transformer la surface du polygone
donné en un triangle de surface équivalente, que nous saurons
mesurer.

Soit (PL. 11, fig, 14) le polygone opgrstu dont nous voulons me-
surer la surface.

I1faut transformer ce polygone en un triangle de surface équi-
valente. Pour cela, commencons par faire disparaitre I'angle uis.
Joignons le point s au point «, menons par ¢ une parallele a la
droite su et prolongeons cette paralléle jusqu'a sa rencontre en v
avecle prolongement du coté ou. Joignons ensuite le point » au
point s. Le triangle sg? est égal au triangle ugo et par suite le
nouveau polygone obtenu opgrsv a une surface équivalente &
celle du polygone donné.

1’égalité des triangles ombrés sgt et uvg résulte de 1'égalité
des triangles stu et vsu, qui ont méme base et méme hanteur.

Nous opérerons ensuite de méme sur 'angle vsr. Joignons le
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point # au point v, menons par le point s une paralléle & la ligne
rv et joignons le point ainsi obtenu w au point . Le nouveau
coté rw remplacera les anciens cOtés wit, s et s» et nous
obtiendrons ainsi un nouveau polygone wrgpo, dont la surface
sera équivalente a celle du premier.

En continuant de la méme maniére, nous arriverons a rempla-
cer successivement les cotés ut, ¢s, sr et »q par la droite ¢X. Les
lignes, qui se coupent au point X, formant un angle trop aigu,
nous ne pousserons pas plus loin la transformation et nous appli-
querons la méme méthode & l'autre cd6té du polygone en com-
mencant parl’angle opq. En procédant ainsi nous arriverons fina-
lement au tracé du triangle XqY équivalant en surface & celle du
polygone donné.

Nous savons mesurer la surface de ce triangle et en prenant a
comme base de réduction, nous trouverons en = ki la ligne re-
présentant la surface du polygone donné opgqrsitu.

Dans l'exemple traité (Pl. 1I, fig. 1%4), nous lirons f = 3,68. Ayant pris
comme base ¢ = 2, la surface sera par suite :

F=a.f=2.3,68=17,36 unités de surface.

Les lignes, qui servent & la construction nuisant souvent a la
clarté de la figure, peuvent étre laissées de coté. C'est pourquoi
nous n'avons pas tracé (Pl II, fig. 15) les lignes su et £v; nous
avons simplement marqué le point » par un petit trait, sachant
que ¢ point » joint au point s nous donne la ligne remplagant
les cOtés ut et ¢s.

Pour la méme raison nous n’avons point tracé les lignes vr, sw
et 7w et nous n'avons marqué que le point 2. Il en est de méme
pour les points X et Y. Le triangle XYq donne le résultat cherché;
- sa surface est équivalente a celle du polygone donné opgrstu.

Nous pourrons opérer cette transformation en prenant comme
point de départ n’importe quel sommet du polygone et en nous
imposant de plus comme condition que I'un de ces sommets (par
exemple le point » (PL. II, Fig. 16) reste en méme temps le sommet
du triangle cherché.
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SURFACE D UN SEGMENT PARABOLIQUE.

La surface du segment parabolique représenté (Pl. II, fig. 17)
nous est donnée par la formule

4 .
F =3y sin e

danslaquelle y représente la moitié de la corde sous-tendue et x
la portion de 1'axe compris dans le segment donné. La quantité
ax sin « représenteraalors la distance comprise entre la corde
sous-tendue et la tangente paralléle rr.

Portons en os une longueur égale au tiers de cette distance;
nous allons démontrer que la surface du triangle sqr est équiva-
lente a la surface du segment parabolique.

La surface de ce segment est en effet égale a:

rq - Sp
2

i
4 . ; _ .
F:gy:ﬁsina:ﬂy <x31na+3w51na):

2
Mais la surface du triangie sqr est aussireprésentée par 1'ex-

ression "25P  surface que nous saurons mesurer d'aprés les pro-
2 b] i

cédés indiqués ci-dessus. Appliquant donc la construction connue,
nous trouverons facilement en f= 2z la longueur représentant la
surface du triangle s¢g» ou bien encore celle du segment parabo-
lique donné, ramenée & la base a.

Quant au point s nous pourrons le choisir, d'une facon tout arbi-
traire sur la droite uw, paralldle & #r, les triangles formés ainsi
ayant tous méme surface.

Dans I'exemple traité (Pl. II, fig. 17), nous avons :

y = 1,85; zsina = 1,84

D’ou nous tirons :

F = g - 1,85 . 1,84 = 4,54 unités de surface.

Si nous construisons graphiquement cette méme surface, en prenant
comme base ¢ = 2, nous frouverons /= 2,27 et la surface du segment sera:

F=af=2"227 = 4,54 unités de surface.
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Pour obtenir le résullat demandé, tout revient donc a construire
la longueur f. Pour cela, nous déterminerons (Pl. II, fig. 18)la
fléche op de la parabole, qui donne en méme temps la distance de
la corde rs et de la tangente paralléle »»; nous porterons sur le

prolongement de cette fléche OQ’:%OQJ. Joignant alors le point ¢

aux points ~ et s nous obtiendrons en ¢rs un triangle de surface
équivalente & la surface du segment parabolique. Gomme nous
Vavons déja mentionné, le point ¢, peut étre pris arbitrairement
surla droite wu. Ainsi le triangle »s¢ sera équivalent en surface
au triangle rsq et par suite au segment parabolique.

Dans Yexemple (P1. II, fig. 18), la droite rs est égale au double de la base

de réduction a ; 1a hauteur pg du triangle rsq représentera donc immeédiate-
ment la grandeur cherchée 7.

Nous avons :
a=2;f=3,33.
D’out la surface de segment parabolique :
F=f.a=2- 3,33 = 6,66 unités de surface.

SURFACE D'UNE FIGURE LIMITEE PAR UNE COURBE QUELCONQUE.

Soit 4 mesurer la surface représentée Pl. II, fig. 19, nous
voulons trouver la grandeur fproportionnelle & cette surface.

Partageons cette surface en plusieurs parties au moyen des
cordes op, pq et g» menées d’'une facon arbitraire. Nous considé-
rerons les segments ainsi obtenus comme des segments paraboli-
ques, dont nous saurons mesurer les surfaces.

Les courbes op, pg et gr ne sontpas, il est vrai, des paraboles;
nous les considérerons néanmoins comme telles parce quel’erreur
ainsi commise sera heaucoup moindre qu’en faisant d’autres hypo-
theses, c’ast-a-dire qu'en les considérant comme des cercles ou
des ellipses.L’erreur commise sera en outre d’autant moins grande
que nous aurons considéré un plus grand nombre de segments.

Commencons par transformer le segment opt. A cet effet, por-

. . . , N
tons a partir du noint » en vn une longueur égale a 5 v, et me-

nons par » unc paralléle a la corde op ; le triangle opw ainsi ob-
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tenu sera équivalent en surface au segment op?. Opérons de
méme sur le segment suivant; portons sur une perpendiculaire &

la corde de ce segment une longueur égale aux gde lafléche,

menons par y une paralléle a ala corde pg et prolongeons-la jus-
quau point 2. La ligne, joignant le point 2 au point ¢, remplace-
ra la courbe pg. Nous pourrons employer le méme procédé dans
la transformation du troisieme segment en prolongeant la paral-
léle mu & la corde sous-tendue soit jusqu’a sa rencontre avec la
ligne gz, soit encore jusqu’a sa rencontre avec la ligne sr. Cette
derniére construction se trouve tracée (Pl. II, fig. 12). La droite
qu remplacera alors la courbe gr. La surface donnée se trouve
ainsi transformée en un polygone dont nous saurons mesurer la
surface. Pour cela, nous transformerons ce polygone en un trian-
gle g ILIII de surface équivalente, et nous trouverons en f = gh
le résultat cherché, c’est-a-dire la grandeur de la surface donnée
ramenée ala base de réduction a.

Une autre méthode, que l'on peut également employer pour
mesurer la surface d'une figure terminée par des courbes quel-
conques, se trouve indiquée Pl 1I, fig. 20.

Cette méthode consiste & partager au moyen de cordes paral-
leles la surface donnée en un ou plusieurs segments paraboliques
et en surfaces ¢lémentaires analogues & des trapézes.

En prenant dans chaque cas particulier une division convena-
ble, nous pourrons, sans erreur sensible, considérer chaque é1é-
ment de la courbe comme une ligne droite et par suite chaque
surface élémentaire comme un trapéze. La surface de chacun de
ces trapézes est égale & 1a moyenne arithmétique des deux cotés
paralléles multipliée par la perpendiculaire comprise entre eux.
Si done nous avons pris des divisions égales entre elles et de plus
égales dla base a, les lignes pointillées (Pl. II, fig. 20), qui ne
sont autre chose que les moyennes arithmétiques des bases de
cestrapézes, donneront directement leslongueur proportionnelles
a la surface de chacun d’eux. Mais sl nous prenons comme divi-

sion un sous multiple »# de la base de réduction a, les hauteurs
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moyennes des trapézes ainsi construits seront alors z fois trop
grandes et devront étre divisées par » pour donner le résultat
en vraie valeur.

Dans'exemple (Pl. II, fig. 20), nous avons partagé la surface
donnée en 11 parties, dont la premiére peut étre considérée
comme un segment parabolique etles autres comme des trapézes.
Nous avons tranformé le segment parabolique en un triangle sr0O.
La droite f; nous donnera la mesure de la surface de ce triangle
réduite ala base a.

Quant aux trapézes, nous les avons formés en prenant comme
division le quart de la base a; les hauteurs moyennes de ces tra-
pézes devront donc étre divisées par 4. Cette division se trouve
faite (Pl. II, fig. 21). L’'angle #07» est pris tel que »¢ est égal &

21-07". Si done nous portons sur la ligne Orles unes & la suite des

autres les hauteurs moyennes des trapézes 02,03,04......011,
et si par les points ainsi obtenus 2, 3, 4........... 14, nous menons
des paralléles & ¢, chacune de ces paralléles donnera la longueur
correspondante f, ¢’est-a-dire sera proportionnelle & la surface de
chorue trapéze. La somme de toutes ces longueurs [ sera le ré-
sultat cherché : ,

‘ OP=fo+Ff+ .+ fot+futfi=T/
c’'est-a-dire la grandeur de la surface donnée ramenée & la base a.
Théoriquement parlant, le résultat de notre construction sera
d’autant plus exact que nous aurons partagé la surface donnée en
un plus grand nombre de surfaces élémentaires ; nous ne pour-
rons toutefois dans nos constructions graphiques appliquer
cette régle que dans une certaine limite.

Dans Yexemple traité (Pl. II, fig. 20), nous avons pris comme base de
réduction ¢ = 2 et nous avons construit (fig. 21) f = 8,62; la surface sera
done:

F—=2. 8,62 = 17,24 unités de surface.
L'un des facteurs entrant dang Pexpression de la surface se
trouve-t-il précisément égal a la base de réduction, I'autre donne-
ra directement la longueur proportionnelle cherchée. Done, si la
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vlargeur des trapézes est égale 4 la base de réduction, la hauteur
moyenne de chaque trapéze donnera directement la mesure de sa
surface. ‘

Il résulte de ce qui précede que nous saurons mesurer une sur-
face quelconque enla divisant en un certain nombre de surfaces
élémentaires.

Dans tous les exemples traités, nous avons conservé la méme
base de réduction a =2 ; les droites représentant ces surfaces
seront donc entre elles dans le méme rapport que les surfaces
données. |

Représentation d'un volume par une ligne
proportionnelle.

Un volume est une quantité du troisiéme degré ; nous devrons
donc diviser un volume par une quantité du second degré, (le pro-
duit de deux longueurs) pour pouvoir le représenter par une
droite proportionnelle. |

Soit K=1Imn levolume d’un corps; en divisant cette expression
par le produit de deux bases, prises d'une fagon arbitraire a et b,
et en désignant par & le résultat de cette division, nous pourrons
poser I’'équation suivante :

ab —  a b

La quantité l% représente le nombre d’unités contenues dans la

surface /mramenée a la base a. Soit f la droite proportionnelle &
la surface Im, nous aurons alors:

n
k= %

expression que nous saurons construire d’aprés les méthodes in-
diquées précédemment.

Soit (P1. II. fig. 22 et 23) un parallélipipéde représenté par deux
de ses projections; son volume est a représenter par une lon-
gueur proportionnelle.

Pour cela, choisissons deux bases de réduction quelconques a
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et b;m,n et [ étant les dimensions de ce parallélipipéde, son vo-
lume aura pour expression :

K=min

et la longueur proportionnelle sera:

K min

: !
S1 nous posons -;-z:f la valeur de % sera:
m
k=17r. 7

Nous construirons tout d’abord la grandeur £, c’est-a-dire nous
mesurerons la surface n/ ou bien »sNv enla réduisant a la base
a. Pour cela soit I'angle »sN, dont le ¢0té s» représente la gran-
deur / et le cOté sN la longueur n. Portons en sA la base a, joi-
gnons les points N et A et par » menons une paralléle a cette
droite. Cette paralléle coupera le c6té sN au point X, et la gran-
deur cherchée f sera donnée par la droite sX.

Nous construirons, en nous servant du méme angle, I'expres-
sion k:f—?. A cet effet, nous porterons m et b sur le coté sr de

I'angle »sN. Joignons le point X au point B et par M menons
une paralléle & la ligne XB. Le point ¥ ainsi trouvé déterminera
la longueur sy ou la droite cherchée k. Cette longueur & multi-
pliée par le produit des deux bases @ et b, nous donnera le vo-
lume cherché:
K=F%.a.hd
Dans l'exemple traité (Pl. II, fig. 22 et 23), nous avons :
m=145;01=30; n=25
Le volume sera par suite :
E=m.i.n=15.3.25=1125 unités.

Dans la construction graphique de ce méme volume, nous avons pris

a =2 et b=275: nous avons déterminé f'zég: 3 '02’5

Ay

= 3.75 ou autre-
ment dit nous avons mesuré la surface sroN, ensuite nous avons construit :
m 3,75 . 1,5

h=lg=—g5— =28
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k est donc la droite proportionnelle représentant le volume du parallélipipade
réduit aux deux bases a et b. Exprimons maintenant le volume cherché au
moyen de la longueur proportionnelle %, nous aurons :

K=~F.a.b=225.2.25 = 14,25 unités.

Les longueurs %, a, b, sont-elles toutes exprimées en métres, la grandeur
K le sera en metres cubes.

Appliquons la construction ci-dessus a I'exemple traité (Pl. II,
fig. 24 et 25); soit & mesurer le volume engendré par la surface
opqr tournant autour de 'axe xw.

Le volume ainsi engendré est :

K=Fs
c'est-a-dire égal & la surface opgr multiplié par le chemin s déerit
par le centre de gravité s de la surface opgr.

Or nous avons:

F=mn
oum (Pl II, fig. 24) représente la hauteur moyenne du trapéze
opgr et n la perpendiculaire comprise entre les deux c6tés paral-
léles. Quant au chemin s, décrit par le centre de gravité s, il est
indiqué dans la figure 25.
Nous pourrons poser comme ci-dessus :

mns mn . s
K =mns et k—_&—i{"—(}' "
Mais comme f:’fgf,il s'en suit :
S
k=1~
Au moyen de l'angle vOw, nous construirons: (Pl. II, fig. 26)
I'expression f= -7%3-2 .

Portons a cet effet en ONlalongueur #, en OM lalongueur m et
en OB la base 0, joignons les points N et B et menons par M une
parallele 2 NB. Le point X ainsi trouvé déterminera en /= 0X la
longueur proportionnelle de 1a surface mn ramenée a 1a base a.

La droite f connue, nous construirons 1'expression k:—_—fas-

Pour cela portons en OS ]a longueur s et en OA la longueur a.
Joignons les points S et A et par X menons une parallele a la
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droite SA. Cette paralléle déterminera le point y et nous aurons
en k2 =0y la longueur proportionnelle représentant le volume
cherché.

Dans l'exemple traité (PL. 11, fig. 24 et 23), les dimensions du volume en-
gendré par la rotation de la surface opgr sont les suivantes m = 1,89 ;n =
2,43;8 =2,2. |

Le volume aura pour expression:

K = mns = 1,39 . 2,43 . 2,2 == 8,5 unités de volume.

Construisons graphiquement ce volume et prenons & = 2,5 el ¢ = 2, nous
trouverons d’abord :

mn 1,59 . 2,43
f — '5‘ = T __1,00,

ensuite :

D’ou le volume engendré :
K=k.a.b=17.2.25=8,5 unités de volume.

Si nous choisissons comme bases de réduction a et o deux des
dimensions principales du corps dont nous voulons déterminer le
volume, la troisiéme de ces dimensions nous donnera directement
lalongueur proportionnelle cherchée k.

Dans la mesure du volume du parallélipipede et du corps de ro-
tation, nous avons pris comme bases de réduction les mémes
grandeurs a et b, il s’en suit que ces deux volumes sont entre eux
dans le méme rapport que les longueurs déterminées 4.

Les corps, dont le volume ne peut étre défini analytiquement
d’'une maniére simple, devront étre transformés en volumes élé-
mentairesau moyen d’'une série de plans paralléles.Dans les cons-
tructions de ce genre, il sera toujours préférable de mener ces
plans 4 égale distance. Nous mesurerons comme ci-dessus chacun
de ces volumes élémentaires, et la somme de toutes les longueurs
k représentera la longueur proportionnelle cherchée. Tl sera a
propos de prendre comme hases ¢ et & ou bien des longueurs
égales a la distance des plans paralléles, ou bien encore des mul-
tiples ou sous-multiples de cette distance.



Représentation d’autres expressions analytiques
par des lignes proportionnelles.

MOMENT STATIQUE D UNE FORCE.

On entend par moment statique d'une force pris par rapport &
une droite, le produit de cette force par sa distance a la droite
considérée. Cette droite s’appelle axe du moment. Le moment
statique est alors une expression du second degré, et devra pour
étre représenté par une ligne proportionnelle, étre divisé par une
longueur.

La force étant exprimée en unités de poids, et son bras de levier
en unités de longueur, nous pourrons donc exprimer la base de
réduction soit en unités de poids, soit en unités de longueur. Dans
le premier cas la longueur proportionnelle trouvée sera a lire en
unités de longueur ; dans le second, en unités de poids.

Pour qu'un moment soit déterminé, il faut connaitre non seule-
ment la grandeur de ce moment, mais encore le sens de sa rota-
tion. Une force engendrant un moment tend en effet & tourner
autour de I’axe considéré soit de droite & gauche, soit de gauche
& droite. Nous considérerons comme positive une rotation de
gauche a droite, et comme négative une rotation de direction
contraire. Le sens d’'un moment peut se présenter graphiquement
au moyen d’une fiéche indicatrice.

Ainsi le moment de la force P(PL 1I,fig. 27), pris rapport a I’axe
2, est donné en grandeur par I'expression Pr; son sens est posi-
tif, la force P tendant a produire une rotation de gauche a droite
autour de 'axe o comme I'indique le sens de la fléche.

Soit M le moment de la force P, pris rapport & I'axe zx, il aura
pour expression M =DPr.

Appelons a la base a laquelle nous voulons ramener ce moment,
nous pourrons toujours trouver une longueur y telle que

M Pr,
Yy=—-—=-"

a a

Nous saurons construire cette expression d’apres les procédés
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connus ; toutefois nous n’en ferons pas icila construction, devant
traiter plus loin avec beaucoup de détails les procédés relatifs a
la détermination des moments.

Si P est donné en kilogrammes et * en métres, sila base de ré-
duction @ est aussi exprimée en métres, y représentera des kilo-
grammes, et nous pourrons écrire :

M= kil Pkilgpm

a™ ar

kil =

La méme force P donnera un moment négatif P pris par rap-
port & 'axe «,, ou plus simplement par rapport au point z,, (I'axe
a, étant supposé perpendiculaire au plan du tableau). Le sens
dans lequel la force P tend & opérer une rotation est également
indiqué par une fleche.

Dans I'exemple {raité (PI. II, fig. 27), nous avons fait » = 1%,5 etr; = 12,00,
si P est égal & 200*!, le moment de cette force pris par rapport & & aura alors
pour valeur:

M = 4 Pr1, p» <200k}, 4= 5 = - 300 ™ i,
Le moment de la méme force pris rapport & x;, aura pour expression :
M= — P¥!, p® = 200%1 . 1,0 =— 200= *1,

MOMENT D'UNE SURFACE.

Le moment d’une surface estlasomme des produits de chaque
élément dont se compose cette surface, par leur distance & 1'axe
de rotation. Nous rapporterons le moment d’une surface, comme
tous les moments en général, &4 un axe de rotation.

Désignons ce moment par N, nous aurons alors:

N == (fr).
ou (Pl II, fig. 28) f représente la surface de chaque élément dela
“surface F, et r leur distance a l'axe de rotation xx.

f étant du deuxiéme degré et » du premier ;

N == X (/) sera une expression du troisiéme degré.

Si done nous voulons représenter N par une droite proportion-
nelle il nous faudra diviser cette expression parle produit de deux
quantités du premier degré.
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Le moment d'une surface peut aussi s’écrire :
N =232 fr—=~Fs.
ou F désigne 1a surface totale et s la distance de son centre de
gravité al'axe considéré xzx.

L’expression du troisieme degré N=—Fs pourra se construire
comme plus haut. .

Le moment d'une surface étant le produit de trois longueurs, en
le divisant par une ligne a, base de réduction, nous aurons une
expression du deuxieme degré, c'est-a-dire une surface. Cette sur-
face peut étre réduite & son tour a une seconde hase; le résultat
de cette seconde opération donnera la longueur proportionnelle
représentant le moment considéré. Les longueurs sont-elles
données en métres, et les bases adoptées sont-elles a et b, nous
pourrons écrire 'expression suivante :

gl 2
N="" Fmigm

2
—_ m
am - am - (fS) b
dans lequelle f:-_—%.
De plus nous aurons : .
w2
(é_j?.__ - nm
D’ol:
N F_‘f s
ab —ab b "
Ol bien encore:
N = nab.

Pour trouver les moments des surfaces irréguliéres, nous pro-
céderons d'une maniére analogue a celle employée pour la mesure
du volume d'un corps irrégulier. Nous partagerons la surface to-
tale en surfaces élémentaires; nous additionnerons tous les résul-
tats et leur somme représentera le moment demands.

MOMENT D’INERTIE DE SURFACES PLANES.

Le moment d'inertie est une expression analogue a celle du
moment d'une surface; seulement au lieu de multiplier chaque
élément par sadistance » & 1'axe considéré, nous aurons 4 le mul-
tiplier par le carré de cette méme distance.
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Un moment d'inertie sera donc représenté par:
| J=zx(z)
¢'est-a-dire par la sommation de chaque lément multiplié par le
carré de sa distance a I’axe considéré.

/et a® étant du second degré,J sera du quatrieme. Pour repre-
senter J par une longueur proportionnelle, il faudra donc le divi-
ser par le produit de trois quantités du premier degré.

Soit ¢ cette longueur proportionnelle, eta,b,c, les trois bases de
réduction, nous pourrons poser : |

—J
T abc ,

Le moment d’inertie étant une quantité du quatriéme degré,
nous choisirons comme unités le metre métre cube ou bien le
centimétre centimétre cube, etc. De cette notation il suit que les
facteurs entrant dans ce produit devront étre eux auSS1 1mpr1mes
en;metres, centimétres, etc.

Divisons-nous un moment d’inertie J par une lonaueur le résul-
tat de I'opération représentera un volume. En divisant ce volume
par une seconde base de réduction, nous trouverons une surface,
que nous saurons représenter par une ligne proportionnelle en la
réduisant & une troisieme base. Cette derniére longueur détermi-
née sera donc proportionnelle au moment d’inertie. Si nous vou-
lons avoir notre moment en unités métriques, il faudra exprimer
les longueurs a,b,c en métres, c¢’est ce que nous démontrent les
équations suivantes :

Judm _ Kms
am
Jm3 . | I_C:a B Fnz
a*bo b~
S e

a>b=c= c*
En multipliant ¢ par les trois basesa,b,c,nous obtiendrons lava-
leur de J:

1het.

La construction graphique de ces moments J sera traitée dans
le courant de cet ouvrage.

2

J

I
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Observations.

Si dans les constructions graphiques, nous avons & comparer
entre elles diverses expressions, il nous faudra, pour obtenir des
longueurs proportionnelles comparables, nous servir des mémes
bases.De plus, pour la commodité de V'opération, il faudra choisir
ces bases ou bien encore le produit de plusieurs bases en chiffres
ronds, par exemple 1, 10, 100, etc., de maniére & lire de suite le
résultat de chaque opération.

La grandeur deslongueurs proportionnelles cherchées dépend
du choix des bases, les résultats seront donc d’autant plus petits
que les bases seront plus grandes et réciproquement. Afin
d’obtenir les résultats demandés d’'une maniére aussi exacte que
possible, il sera a propos de ne prendre comme bases des lon-
gueurs nitrop petites, ni trop grandes; c’est pourquoi il faudra,
dans chaque cas particulier, qu’il s’agisse de mesurer une surface, -
un volume, etc., apporter le plus grand soin dans le choix des
bases.

La méme observation s’applique également au choix des
échelles. ‘

Il faudra de plus s’arranger de facon & ne pas avoir des lignes
se coupant sous des angles trop aigus, afin que la position de’
chaque point soit parfaitement déterminée et qu'il n’existe aucune
ambiguité. |

ELEMENTS DE LA STATIQUE GRAPHIQUE

Des forces en geénéral et de leur résultante.

Les forces sont exprimées en unités de poids et leur grandeur
peut étre représentée par une longueur proportionnelle, donnant
le nombre d’unités contenues dans chacune d’elles. . o

Dans une construction graphique, toutes les forces doivent &tre
portées ala méme échelle, que, pour cette raison, nous appelle-
rons échelle des forces.
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Pour qu'une force soit parfaitement déterminée, il faut, outre
sa grandeur ou son intensité, connaitre sa direction et sa po-
sition. Sur une seule et méme ligne une force peut en effet
agir dans deux directions différentes. Ainsi, par exemple, (Pl. III,
fig. 29) sur la lighe @y, nous pourrons porter la méme force soit
de « vers y ou de y vers z. Cette force serait alors de-sens diffé-
rent, positive par exemple dans le premier cas, et négative dans
le second. Nous représenterons la direction de chaque force au
moyen d'une fleche.

Dans les constructions des charpentes, etc., nous ne rencontre-
rons en général que des forces agissant dans un seul plan; aussine
nous occuperons-nous, dansle courant de cet ouvrage, que des
problemes relatifs aux forces agissant dans un seul et méme plan.

DE LA RESULTANTE DE DEUX FORGES DONT LES DIRECTIONS
SE COUPENT EN UN POINT.

Soient les deux forces P, et P, données en position par les
deux lignes mm et nn et en intensité par les longueurs op et ¢r;
nous voulons déterminer la grandeur de leur résultante (Pl. III,
fig. 30).

Portons (Pl. III, fig. 31) & partir d’un point o pris d’'une fagon
arbitraire, laforce P,=op en grandeur et en direction, et soit oa
laligne représentant cette force. A partir du point a, portons avec
son signe en ab la force P, = ¢ sur une paralléle & sa position.
Joignons le point o au point b, la ligne 00 nous donnera la gran-
deur de la résultante R des deux forces P, et P,. Quant au sens
dans lequel agit cette résultante, nous le trouverons facilement,
sachant que la direction de la résultante est opposée & celle des
deux forces P, et P,, comme nous l'avons indiqué sur I'épure.
Nous obtiendrons cette résultante en position en menantune paral-
léle a laligne 0b par le point d’intersection ¢ des deux directions
des forces P, etP,. Le triangle oabd, ainsiformé, s’appelle le trian-
gle des forces.

- Nous arriverons au méme résultat en suivant un autre ordre,
c’est-a-dire en portant tout d’abord la force P, et ensuite la force
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P,. Si dans le triangle des force oab nous changeons le sens de la
flache de la résultante R, toutes les fléches auront alors méme di- -
rection et dans ce cas R représentera la force faisant équilibre aux
deux forces P, et P, et nous pourrons alors formuler la régle
suivante : |

« Sidans un triangle des forces, toutes les fléches ont la méme
direction, les trois forces sont en équilibre. » '

Les deux forces ont-elles méme direction, le triangle se réduit
dans ce cas a une ligne droite et leur résultante est égale ala
sommie algébrique de ces deux forces, elle est de plus du méme
sens que les composantes. |

Les deux forces sont-elles de directions contraires, alors la ré-
sultante est égale & la différence des deux composantes, et agit
dans le méme sens que la plus grande d’entre elles.

Dans I'exemple traité (Pl, 1II, fig. 30) nous avons pris :

P, = 32 tonnes ; Py = 25 tonnes,
la résultante de ces deux forces se trouve construite {fig. 31); elle a pour valeur:
R = 50 tonnes.

L’échelle des forces employée dans toutes les figures de la Pl. 1II est de
0=001 = 1 tonne.

DE LA RESULTANTE DE PLUSIEURS FORCES DONT LES DIRECTIONS
SE COUPENT EN UN MEME POINT.

La résultante de plusieurs forces, dont les directions se cou-
pent en un méme point, pourra se construire d'une maniére analo-
gue & celle employée dans le cas de deux forces concourantes.

Soit a chercher (Pl. III. Fig. 32)la résultante des cing forces P,
P.,,P,,P,,P,, données en grandeur, en position et endirection. Nous
porterons(Pl. III, fig. 33) apartird'un point quelconque o les unes &
la suite des autres et avec leurs signes les forces P,,P,,P,,P,,P,,
sur des paralleles aux positions données. La ligne joignant le
point o pris comme origine au point e déterminé en dernier lieu,
donnera en grandeur et en direction la résultante -cherchée R, la
résultante R est de direction opposée 4 celle des composantes.
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Quant & la position de cette résultante, elle sera donnée par la
paralléle menée par le point d'intersection s & la ligne oe. Le po-
lygone oabcde se nomme le polygone des forces.

En joignant chacun des sommets du polygone des forces au
point o pris comme origine, nous obtiendrons les résultantes des
forces comprises entre le sommet correspondant et le point ori-
gine. Ainsi la ligne o représente la résultante des deux forces P,
et P,. De méme oc sera la résultante des forces P,, P, ot P, etod
la résultante des forces P,,P,,P,,P, et ainsi de suite.

Toutes ces lignes ou autrement dit tous les rayons partant du
point o donneront doncen grandeur et en direction les résultantes
partielles ; donc le rayon oc représentera la résultante totale
de toutes les forces considérées.

Quant a la position de ces résultantes partielles, nous 1'obtien-
drons également en menant par le point s des paralléles aux
rayons du polygone des forces.

Sinous joignons enire eux deux sommets quelconques du po-
lygone des forces, cette ligne représentera la résultante par-
tielle des forces comprises entre ces deux sommets. Ainsi la ligne
de jonction ac donne en grandeur et en direction la résultante des
forces P, et P,, etla ligne ad la résultante des forces P,,P,,P, etc.
Les fléches indicatricesde ces résultantes seronttoujours opposées
a celles des composantes. Pour avoir ces résultantes en position,
nous n’aurons qu'a mener par le point s des paralléles aux rayons
ac et ad.

L’ordre dans lequel s’effectue la composition des forces n'influe
en rien sur le résultat. Quel que soit en effet la marche que nous
suivions, nous trouverons toujours pour la résultante R la méme
grandeur et la méme direction.

Il arrive quelquefois que dans une telle composition le point
extréme de la derniére composante se confonde avec le point pris
comme origine, ou autrement dit que le polygone des forces se
ferme de lui-méme. Dans ce cas la résultante est nulle, ¢’est-a-dire
que les forces données se tiennent en équilibre. Les fléches ont
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alors toutes la méme direction et chaque composante, prise en
sens contraire, peut &tre considérée comme la résultante de
toutes les autres.
Dans 'exemple (Pl i, fig. 32) les forces données sont:
P; = 23; Py = 18'; P3 — 18'; P, = 16%; Ps = 24t
La résultante de ces cing forces se trouve construite (fig. 33), elle est :
R = 2948

et doit &fre mesurée a la méme échelle a laquelle les forces données ont été
portées.

DE LA RESULTANTE DES FORCES NE SE COUPANT PAS EN UN
MEME POINT.

Soit &4 déterminer (Pl. III, fig. 34) la résultante des forces 1, 2,
3, 4, 5. Toutes ces forces agissent dans le méme plan, mais leurs
directions ne se coupent pas en un seul et méme point. Nous com-
poserons d’abord les forces 1 et 2. A cet effet, nous porterons &
partir d'un point origine o en oa la force 1, puis a partir du point
a en ab laforce 2.La ligne 0b représenterala résultante des forces
1 et 2; sa direction est opposée a celle des composantes.Nous ob-
tiendrons cette résultante en position en prolongeant la force 1
jusqu’a ce qu’elle coupe Ia force 2 et en menant par le point d’in-
tersection « une parallele 4 1a ligne ob. Connaissant maintenant
la résultante des forces 1 et 2 en grandeur, en direction et en
position, nous pourrons considérer cette résultante comme une
force donnée et la composer avec la force 3. Nous porterons alors
dans le polygone des forces a partir dupoint b en &¢ la force 3;
la ligne oc représentera la résultante des forces 1,2 et 3. Cette ré-
sultante oc est de direction opposée  celle de ses composantes,
elle a son point d’application en £ déterminé par lintersection de
la ligne of et de la force 3.

La résultante oc pourra étre composée a son tour avec la force
4 en opérant comme nous venons de I"indiquer pour la résultante
0b.La résultante des forces1,2,3,4 sera donnée en grandeur et en
direction par laligne od et en position par laligne y3. Nous répe-
teronsla méme construction jusqu'a ce quenous ayonsenfintrouvé
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la résultante des forces données 1,2,3,4,5. La ligne oe donnera en
grandeur et en direction cetterésultante totale ; quant & sa position
elle sera donnée parla paralléle 5o menée par le point & au rayon
oe.

La ligne brisée 1a8yd¢ est ce que I’on appelle le polygone funi-
culaire des forces considéréesi,2,3,4,5. Chaque c6té du polygone
funiculaire représente donc la position de la résultante partielle
des forces qui le précédent. Quant & la grandeur de cette résul-
tante, elle se trouve donnée dans le polygone des forces par la
paralléle au coté correspondant du polygone funiculaire menée
par le point o pris comme origine. La direction de cette résultante
est également déterminée dans le polygone des forces, une résul-
tante étant toujours de sens opposé a celui de ses composantes.

Les relations suivantes existent entre le polygone des forces et
le polygone funiculaire. Chaque c6té du polygone funiculaire est
parallele au rayon du polygone des forces joignantle pole au
point d'intersection des deux forces adjacentes au ¢6té considéré.
Ainsi la ligne @y est paralléle au rayon oc et la ligne 3 au
rayon od. ' ,

La ligne joignant deux sommets quelconques du polygone des
forces donne en grandeur et en direction la résultante des forces
comprises entre ces deux sommets. Ainsi, par exemple, la ligne
bd représentera en grandeur et en direction la résultante des
forces 3 et 4. Quant & son point d’application, nous le trouverons
au point de rencontre o des deux c6tés correspondants du poly-
gone funiculaire prolongés.

De méme la résultante des forces 3,45 sera déterminée en
grandeur et en direction par la ligne be et son point d’application
par le point d’intersection % des deux c¢dtés du polygone funicu-
laire of et o3 prolongés. En effet, cette résultante 3,4,5 doit
passer par le point d’intersection y de la résultante R,,, et de la
force b: ce qui prouve l'exactitude de la construction indiquée.
Si, au contraire, nous voulons déterminer la résultante d’un cer-
tain nombre de forces désignées dans le polygone funiculaire,
nous n’aurons qu’'a mener par le point o deux rayons paralléles
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~ aux cdtés correspondants du polygone funiculaire. La ligne, joi-
gnant les deux points ainsi obtenus, donnera en grandeur et en
direction la résultante partielle cherchée. La résultante des forces
3,4,5 se trouve donc représentée en grandeur et en direction par
la droite be interceptée dans le polygone des forces parlesrayons
0b et oe menés parallelement aux cotés of et do du polygone fu-
niculaire. Cette résultante agit, comme nous le savons déji, au
point de rencontre des cdtés o8 et do.

DE LA RESULTANTE DES FORCES PARALLELES.

Les forces paralléles sont de méme sens.

Soit (Pl. III, fig. 36) & déterminer la résultante des forces 1,2,3,
4,5,6 paralléles entre elles et dirigées dans le méme sens.

Deux forces paralléles se coupant a I'infini, nous ne pourrons
pas appliquer directement a la recherche de leur résultante la mé-
thode donnée ci-dessus.Toutefois, ennous servantd'une force auxi-
liaire, qui ne soit point paralléle aux forces données, la construc-
tion du polygone funiculaire deviendra possible, et nous saurons
déterminer la résultante des forces paralléles comme résultante
partielle du systéme.

Prenons en effet une force auxiliaire P (P1. III, fig. 36 et 37) et
construisons comme ci-dessus le polygone des forces et le poly-
gone funiculaire correspondant.

Portons apartir du pointo pris comme origine en oala force auxi-
liaire P en grandeur et en direction. Portons de méme & partir du
point a et les unes a lasuite des autres les forces 1,2,3,4,5,6. Ces
forces étant toutes paralléles tomberont sur une seule et méme
droite. Nous construirons le polygone funiculaire correspondant
comme ci-dessus.A cet effet, nous prolongerons la force auxiliaire
P jusqu'en son point de rencontre o. avec la direction de la force 1
(P1. III, fig. 36) ; par leméme point &, menons une paralléle au ra-
yon ob et prolongeons-la jusqu’asarencontre enf avec la direction
de la force 2 et ainsi de suite jusqu'a ce que nous ayons mené mp
paralléle au rayon og. La résultante de toutes les forces compo-
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qaiitle systéme est donnée en grandeur eten direction par la ligne
‘de fermeture og = P, du polygone des forces, sa direction est de
plus opposée a celle des composantes. Le polygone funiculaire
ainsi construit est gafydenp. |
Si maintenant nous déterminons la résultante partielle des
forces comprises entre les forces P et P,, nous obtiendrons la vé-
sultante demandée. Pour cela, nous prolongerons les cdtés ex-
trémes «g et pn du polygone funiculaire jusqu'en leur point d’in-
tersection ). Ce point ) est, comme nous I'avons vu ci-dessus le
point d’application de la résultante. Menant donc dans le polygone
des forces des rayons paralleles aux cOtés correspondants du po-
lygone funiculaire gu et gn, ces rayons intercepteront en ag la
résultante cherchée en grandeur et en direction. Cette résultante
sera égale & la somme algébrique des forces paralléles données
1,2,3,4,5,6. * .
Pour avoir la résultante dans sa vraie position, nous n’aurons
qu'a mener par le point % une paralléle & la ligne ag. Cette résul-
tante R =ag estde direction opposée a celle des forces compo-
santes, elle agit donc de a vers g. Nous déterminerons de méme
la résultante partielle d'un certain nombre de forces; par exemple
des forces 2,3,4. Nous menerons a cet effet dans le polygone des
forces les rayons ob et oc¢ paralleles aux cotés correspondants of
et de du polygone funiculaire. La grandeur be interceptée par ces
rayons sur la ligne aq représentera en grandeur et en direction
‘la résultante R ,,,,,. Quant & sa position, nous la trouverons en
prolongeant les c6tés du polygone funiculaire «f et ¢ jusqu’aleur
point de rencontre ent et en menant par ce point -~ une paral-
lele alaligne be. |

Ici encore les rayons du polygone des forces représentent les
résultantes partielles des différents groupes considérés. Ainsi le
rayon od donnera en grandeur et en direction la résultante des
forces P,1,2,3; le c0té correspondant y§ du polygone funiculaire -
déterminera la position de cette résultante.

Dans 'exemple traité (Pl. 1II, fig. 36 et 37), nous avons pris les forces
suivantes :
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{ =12, 2 = 1445 3 =8'; 4 = 14*; 5 = 10*; 6 = 15t
La résultante construite sera: '
R= ag = 70t
Larésultante des forces 2, 3, & aura pour valeur :
Ra,3,, = eb = 33t

Toutes les forces sont & mesurer & la méme échelle.

Sinous faisons varier la grandeur de la force auxiliaire P, le
polygone funiculaire variera avec cette force P, mais la résul-
tante totale des forces paralléles, aussi bien que les résultantes
partielles, ne changeront pas.

Dans presque tous nos calculs et constructions graphiques,
toutes les forces paralleles sont en général verticales; aussi ne
nous occuperons-nous dans le courant 'de cet ouvrage que des
forces paralléles verticales.

De la résultante des forces paralléles et de directions opposées.

La composition des forces paralléles et de direction opposée
s’opérera de la méme maniere que la composition des forces pa-
ralleleset de méme direction.Nous porterons égalementtoutes les
forces sur une méme verticale, en ayant soin toutefois d’observer
la direction de chacune. |

Pour déterminer (Pl. II1. fig. 38) la résultante des forces paral-
leles 1,2,3,4,5, nous aurons encore recours a ’emploi d’une force
auxiliaire non paralléle P. Nous porterons tout d’abord en oa la
force auxiliaire P en grandeur et en direction. Nous porterons
ensuite les forces paralleles sur la droite ac les unes a la suite
des autres eten observant leurs directions. Ainsi nous porterons
en ab et en bc les forces 1 et 2, puis en ¢d et en de les forces 3 et
4 et enfin en ef'la force 5. Les forces 1,2,5 agissent dans le méme
sens, savoir du haut vers le bas: les forces 3,4 au contraire agis-
sent du bas vers le haut. Nous construirons le polygone funicu-
laire correspondant, comme nous Pavons fait plus haut en menant
2o paralléle d oa; of 4 0D ; Py &oc; ¥d & od; de a oe; en 207 .Le po

3 |
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lygone funiculaire ainsi construit sera représenté par la ligne po-
lygonale hafyden. |

La résultante de toutes les forces considérées est donnée en
grandeur et en direction parle rayon of du polygone des forces et
en position par le cdté correspondanten du polygone funiculaire.
Quant & la résultante des forces paralléles, elle se déterminera
comme une résultante partielle du systeme. Elle sera donnée en
position par la verticale passant par le point d’intersection p des
cOtés extrémes du polygone funiculaire x« et en prolongés; en
grandeur et en direction dans le polygone des forces par laligne
af interceptée par lesrayons oa et of paralléles aux cdtés cor-
respondants Ao et en.

La maniére dont chaque force est portée au polygone des
forces, est identique a celle que nous avons employée dans l'ad-
dition des longuenrs (PL. I, fig. 1). ,

La résultante étant de sens opposé A celui des composantes, il
s’en suit que sa fleche indicatrice sera dirigée du haut vers le bas,
¢’est-a-dire de a vers f.

Nous pourrons. également déterminer d'aprés les méthodes
connues chaque résultante partielle. Ainsila force R,,, est la ré-
sultante des forces 3 et 4 ; elle passe par le point d'intersection v
des deux cdtés du polygone funiculaire correspondants @By et e
et est déterminée en grandeur et en direction dans le polygone
des forces par laligne ec, interceptée sur la verticale par les
rayons oe et oc menés par le point o parallélement aux cotés @y

et de.

Dans Pexemple traité (PL. III fig. 38 ef 39), nous avons pris les forces sui-
vantes, celles agissant du bas vers le haut étant considérées comme né-

gatives.
{ = 15'; 2 = 17t; 3 == — 20%; & = — 19t ; 5 = 25t
La construction graphique nous a donné les résultats :
R = 18 et R,;,, = 39t

Les cOtés extrémes du polygone [uniculaire se confondent-ils en
une seule et méme droite (P1. IlI, fig. 41 et 42), la résultante des
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forces paralléles considérées est alors nulle, c’est-a-dire que les
forces données se tiennent en équilibre. Les rayons du polygone
des forces qui déterminent dans ce cas larésultante en grandeur
et en direction ne formant qu'un seul et méme rayon, la résultante
sera nulle. Le polygone des forces, qui, dans ce cas, se réduit a
une droite, se ferme de lui-méme, c’est-a-dire que si nous portons,
a partir d’un point quelconque pris comme origine, toutes lesforees
données en grandeur et en direction, nous retomberons par la
construction méme au point origine.

Dans I'exemple (Pl III, fig. 41 et 42), les fovces 1, 2, 3, 4 sont en équilibre,
le polygone des forces se ferme de lui-méme et les coOtés exirémes na et
du du polygone funiculaire construit d’apres les régles indiquées ci-dessus
tombent sur la méme droite nu. -

Nous avons en effet pris (Fig. 41 et 42) :
1=—16t; 2= 18t; 3 = 14t; & = — {6t

La résultante de ces quatre forces est :

R= — 16 4+ 18 + 14 — 16 = 0.

Quand les cdtés extrémes du polygone funiculaire ne forment
pas une seule et méme droite, mais sont paralléles, comme le cas
se présente (Pl. III, fig. 44) pour les cotés na et <3, le polygone
des forces ne s’en ferme pas moins de lui-méme ; les rayons me-
nés par le point o parallélement aux cdtés du polygone funicu-
laire na et ¢ se confondent et Ia résultante R est également nulle.
Mais les forces 1,2,3,4 ne sont pas en équilibre.

La résultante des forces paralléles considérées dans ce cas est
alors un couple. |

Par couple, nous entendons ’ensemble de deux forces paral-
léles égales entre elles, de sens opposé, et n’ayant pas la méme
position. Ainsi les forces P et P, (Pl. III, fig. 40) forment un
couple.

Un couple ne se mesure point & l'intensité des forces qui le
composent, mais a la grandeur de son moment.

Le moment d'un couple est égal au produit de I'une des forces
par la perpendiculaire abaissée d’un point quelconque de cette
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force sur 'autre. Ainsi (fig. 40) M=Ps est le moment du couple
PP,. |

Le moment d'un couple pris par rapport & un point quelcongue,
situé en dedans ou en dehors des directions des forces P et Py, a
toujours la méme valeur (par point, nous entendrons aussi l'axe
de rotation, perpendiculaire au plan des deux- forces, dont la
projection sera le point considéré). . |

Ainsi le moment du couple PP,, rapporté au point x est égal :

Mg =Ps (y 4 8) =~ Py = Ps.
Pour le point «,, il sera: ,
Me, = Pn + Pun = P (m + n) = Ps.
Dans 'exemple traité (Fig. 40), nous avons pris :
P="P; = 15t; s = {n7T.
Le moment du couple sera pour le point x : »
Mz = — Pt .2m 4 Pyt3m7 — Pt(— 2 4 3,7) = Pt. {m7.
Pour le peint x4 : |
Mg, =P'. 0,7 4 P 1200 =1* (027 4 {™00) = P*. 1=7.
Le moment du couple considéré aura donc pour expression :
M= My = Mg —=P*.s® =13 . 177 = 2545
- Comme nous l'avons vu, un couple engendre une rotation.
Nous représenterons facilementl’action d’'un couple en supposant
chacune des forces P et P;,agissant aux extrémités d'un levier fixé
en son point milieu, c’est-a-dire au pied de I'axe mené par ce point
perpendiculairement au plan des deux forces (P1. IV, fig. 45 et 46).
La rotation peut se produire de gauche & droite et inversement
(voir les fléches indicatrices des figures). ,

Dans le premier cas, le couple est positif ; dans le second il est
négatif.

Un couple est done, comme nous le voyons, déterminé par
I'intensité des forces qui le composent, par la grandeur de son
bras de levier, et par le sens de la rotation qu’il tend a produire.

Les couples constituds par des forces d’intensités différentes,
mais ayant méme moment et méme signe auront par suite 1a méme
valeur et pourront étre indifféremment substitués I'un & 'autre.
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Ainsi les couples figurés (P1. IV, fig. 47 et 48), ont méme valeur
ils ont en effet méme moment Pp—=Kk et méme signe.

Nous avons (fig. 47 et fig. 48) :
pt. pm=2', 30 = 6™
K' . o =4, 5 = 6™,

Etant de méme signe, ces couples ont méme valeur. Un couple
pourra done étre considéré comme donné par la grandeur de son
moment ; & un seul et méme moment correspondra un nombre
infini de couples.

De I’énoncé ci-dessus, nous pouvons tirer une nouvelle défini-
tion du couple, définition qui se trouve trés-souvent employée.
Si les forces d'un couple diminuent toujours d'intensité, leur bras
de levier devra par contre augmenter, puisque le moment doit
conserver 1a méme valeur. En laissant successivement décroitre
les forces, nous arriverons a la fin sur des forces infiniment
petites, agissant & une distance infiniment grande, et nous
pourrons définir le couple, le moment de deux forces infiniment
petites situées a l'infini. |

Si nous composons une force avec un couple, la résultante
du systéme sera de nouveau la méme force, elle aura de plus
la méme direction, mais sa position se trouvera déplacée dans
le sens de la rotation (voir par exemple Pl. IV, fig. 49 et 50), ol
se trouve déterminée la résultante de la force R et du couple
PP,.

Nous avons d’abord composé les forces P, et R, et puis leur
résultante avec la force P. Le polygone des forces se trouve donc
formé en portant la force P, en ab, puis la force R en be et enfin
la force P en cd, en observant le signe de chacune d’elles, La
résultante R est donnée en grandeur et en direction parla ligne
ad. |

Pour trouver la direction de cette résultante, nous con-
struirons le polygone funiculaire correspondant. A cet effet, nous
prolongerons les forces R et P, jusqu'a ce qu'elles se coupent
au point « ; par ce point ., nous ménerons une paralléle au rayon
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ac et nous la prolongerons jusqu’a sa rencontre en { avec la force
P. Par £ nous ménerons enfin une paralléle au rayon ad; et nous
trouverons en By la position cherchée de la résultante R.

Nous pourrons donc dire que sous linfluence du couple PPy, la
force R se trouve transportée parallélement 2 elle-méme de sa
position primitive Re & la position fy. P étant égal et paralléle
A P,, le polygone des forces sera dans ce cas un parallélo-
gramme, les deux cOtés Re et By seront nécessairement paral-
leles entre eux.

La grandeur du déplacement dépend -de l'intensité de la force
R ainsi que de la valeur du moment du couple ; le déplacement
sera d’autant plus petit que la force aura une plus grande intensité;
et il sera d’autant plus grand que le moment du couple sera plus
grand. Quant & la grandeur de ce déplacement, elle pourra se
mesurer au polygone funiculaire. Nous savons en effet que le
moment des composantes, pris par rapport a un point quelcon-
que situé dans leur plan, est égal au moment de leur résultante
pris par rapport a ce méme point. Pour plus de commodité, nous
rapporterons les moments au point de rencontre « des deux forces
RetP,; le moment de ces deux forces sera alors nul, et nous
pourrons poser l’équation:

Pz + P;0 4+ RO = Ry
d’ou la grandeur du déplacement :
_ Pz
Cette grandeur est égale au moment du couple divisé par
la force R.
Dans 'exemple traité (P1. IV, fig. 49 et50) nous avons pris :
R=24; Py =P =20 = 2.

Le moment a pour valeur :

Le déplacement :

e e O T A
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Si maintenant nous nous reportons & la figure 44 de la pl. II,
nous verrons que la résultante des forces 1,2,3,4 est un couple,
et que, sous I'action de ce couple, la force P s’est trouvée trans-
portée de sa position 7= en une position paralléle S¢, c’est-a-dire
que ot est la direction de la résultante des forces P 1,2,3,4.

Si nous déterminons par les constructions connues la résultante
de toutes les forces paralléles, nous remarquerons que les cdtés
extrémes du polygone funiculaire se coupent a I'infini et que les
rayons menés parallelement a ces cdtés par le pole o du polygone
des forces donne comme résultante la valeur zéro.

Donc pour qu'il y ait équilibre entre les forces données, il ne
suffit pas que le polygone des forces se ferme de lui-méme, il
faut encore que les cbHtés extrémes du polygone funiculaire se
confondent en une seule et méme ligne droite.

Les mémes conditions s’appliquent également aux résultantes
partielles.

Dans 'exemple traité (Pl. 1II, fig. 43 et 44), nous avons pris les valeurs
suivantes :
1:.—..‘15‘, :m25l,3'::30!, = — 20

L.a construction nous fournit la valeur de la résultante:
=15 — 25 4+ 30 — 20 = 0.

Décomposition des forces en composantes

DECOMPOSITION D'UNE FORCE EN DEUX COMPOSANTES
DE DIRECGTIONS DONNEES

Nous ne pourrons décomposer une force en deux composantes
de directions données que si ces deux directions se coupent sur la
force considérée; si cette condition ne se trouvait pas remplie, le
probléme serait indéterminé.

Soit (PL. IV, fig. 51), la force R donnée en grandeur et en
direction et en position, nous voulons déterminer la grandeur
de ses composantes suivant les directions 1 et 2.

Pour cela, portons (Pl. IV, fig. 52) en ab la force R en gran-
deur et en direction, et par les points @ et b, menons des pa-
ralléles aux directions données 1 et 2. Ces paralldles se coupent
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en un point ¢; be représente la grandeur de la composante 2, et ac
la grandeur de la composante 1, ce que l'on voit immédiatement
dans le triangle des forces. Les composantes doivent étre de sens
opposé & celui de la résultante R, ce que nous indiquerons au
moyen de fleches. |

Nous arriverons au méme résultat en suivant dans la décom-
position Uordre indiqué (Pl. 1V, fig. 53), c'est-a-dire en menant
par b une paralléle & 1 et par ¢ une paralléle 4 2. Ces paralleles
se coupent en un point ¢, situé de ’autre c6té de R et nous avons
ac'=2 et be’' =1. |

Si nous voulons déterminer les deux forces qui, agissant suivant
les directions 1 et 2, font équilibre a la force donnée R, nous em-
ploierons encore la méme méthode, mais les fléches indicatrices
des forces 1 et 2 courront dans le sens opposé. Cette construction
se trouve indiquée (Pl. IV, fig. b%) ou toutes les fleches courent
dans le méme sens dans le polygone des forces; les composantes
bc=1 et ac==2 tiennent en équilibre la force R. De méme1 tien-
dra en équilibre 2 et R; 2,1 et R.

Dans I'exemple traité (Pl. 1V fig. 51, 32, 53), nous avons pris R = 25!, et
nous avons avons irouvé pour composantes :

| = 44'; 2 = 39%5. |

Dans la décomposition indiquée (fig. 54), les forces 1 et 2 ont
les mémes valeurs que ci-dessus, mais agissent dans le sens
inverse. |

La décomposition d'une force en plusieurs composantes, se
coupant en un meéme point,n’est possible que si ces composantes,
a I'exception de deux, sont donrées en grandeur et en direction.
Dans tout autre cas, le probléme estindéterminé. Ainsi, par exem-
ple, 1l y a une infinité de forces qui, agissant suivant les directions
1,2,3,4 (Pl. IV, fig. 55) donneront pour résultante la force R ; mais
si deux de ces forces sont données en grandeur et en direction,
le probléme est alors parfaitement déterminé.

Soit (Pl. IV, fig. 55 et 58) 4 décomposer la force R suivant
quatre directions 1,2,3,4 se coupant en un méme point o, les
composantes 1 et2 étant connues en grandeur et en direction.
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Portons en abla force R en grandeur et en direction, portons de
plus en ad la composante 1 et en bela composante 2, également
en grandeur et en direction. Par les points ¢ et d, menons des
paralléles aux directions 3 et 4, par exemple par le point o
une paralléle a3 et par le point ¢ une parallele & 4. Ces paral-
l18les se coupent en un point e; les lignes de et ce nous don-
neront les composantes 3 et & en grandeur et en direction. Les
fisches des composantes sont toutes de méme sens, et opposées
3 celle de larésultante R. |

Dans I’exemple traité (P1. IV, fig. 55 et 56), nous avons pris les valeurs sui-
vantes :

R=18"; 1 = 15'; 2 = 20"

Si les deux composantes & déterminer ont mémes directions,
c'est-a-dire sont paralléles, nous pourrons alors en déterminer
la grandeur au moyen d'un polygone funiculaire.

Soit donné (Pl. IV, fig. 57 et 58) la force R = ab, nous voulons
en déterminer les composantes suivant les deux directions 1 et 2
paralléles & la force R. Prenons une force auxiliaire oa choisie
d'une maniére tout-a-fait arbitraire; menons «f paralléle & oa et
By paralléle & 0b. Nous formerons ainsi le polygone funiculaire
xfy.

Appliquons aux forces R 1,2 les conditions de 1'équilibre.

Pour que ces forces soient en équilibre il faut que les cOtés
extrémes du polygone funiculaire se confondent en une seule et
méme droite. Mais « et v sont deux points de ces c6tés extrémes,
la droite ay, sera donc la ligne finale du polygone funiculaire.
Quant aux forces 1 et 2, nous les trouverons facilement dans le
polygone des forces en menant par o une paralléle a «y; cette pa-
rallele coupe la droite ab au point ¢. La force 1 sera déterminée
par le rayor oc et par le rayon oa mené parallelement a «f; de
méme 2 sera comprise entre le rayon oc etlerayon ob paralléle a gy.
Les composantes 1 et2 et la force R sont de directions opposées:
ainsi, R agit de haut en bas; 1 et 2 aussi de haut en bas (suivre
les fleches indicatrices du polygone des forces).
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Dans V'exemple traité (Pl. IV fig. 57 ‘et 58), nous avons pris R = 2%' et nous
avons trouvé pour valeurs des composantes :

i —8et2 = 16

DECOMPOSITION D'UNE FORCE EN TROIS COMPOSANTES DONT LES
DIRECTIONS NE SE COUPENT PAS EN UN MEME POINT

Une force peut toujours se décomposer suivant trois directions
ne passant pas parle méme point.

Soit par exemple (Pl. IV, fig. 59 et 60) la force donnée R 4 dé-
composer suivant les directions 1,2,3. Pour cela, déterminons le
point d’intersection de la force R avec 'une quelconque des direc-
tions 1,2,3, par exemple avec la direction 1. Soit « ce point d’in-
tersection ; joignons le point « au point d'intersection des deux
droites 2 et 3 ; nous pourrons alors décomposer R suivant
les droites «f et 1; ac représentera la composante X et be¢
la composante 1. Nous décomposerons ensuite la force X suivant
les directions 2 et 3, et nous obtiendrons en ¢d et en ad les com-
santes 2 et 3. Toutes les composantes sont de sens opposé a celle
de la résultante.

Dans I'exemple traité (Pl. 1V, fig. 39 et 60); nous avons pris R ==25'et nous
nous sommes donné les trois directions des composantes 1,2,3 ; les valeurs
de ces composantes déterminées graphiquement seront :

f = 12'8 ;2 =20'; 3 = 18-

Des poutres.

Jusqu’a présent nous nous sommes occupés de la composition
des forces d’une maniére générale sans avoir égard a leur mode
d’action. ,

Dans la suite nous traiterons spécialement des forces agissant
sur les poutres.

Par poutres nous entendons toute construction destinée & fran-
chir, & couvrir, & fermer un espace et capable de supporter, outre
son poids propre, des charges accidentelles.

Une poutre peut étre supportée en un, deux, trois ou en un
“plus grand nombre de points ; ces points s’appellent points d’appui.
Nous classerons les différentes poutres suivant le nombre des
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points d’appui et nous aurons alors les poutres reposant en un,
deux, trois points, etc.

Nous avons représenté (Pl. IV, fig. 60) une poutre qui est
encastrée a son extrémité ; (fig. 61), une poutre reposant en deux
points ; (fig. 62), une poutre reposant en'trois points et (fig. 64) une
poutre reposant en quatre points.

Toutes les forces agissant sur une poutre étant en équilibre,
nous pourrons diviser ces forces en deux groupes distinets. L’un
de ces groupes comprendra les fo ‘ces provenant du poids propre
de la poutre et des surcharges accidentelles;l’autre les réactions
des points d’appui. Les forces composant le second groupe sont
la conséquence immédiate de Paction des forces du premier. La
direction des réactions dépend de la forme des surfaces de contact.
Toutefois nous considérerons toujours les réactions comme nor-
males aux surfaces de contact, ¢’est-a-dire que nous négligerons
les effets du frottement, capable de produire une déviation dans
" la direction desréactions. La grandeur des réactions dépend aussi
bien dela grandeur et de la direction des charges que de la forme
de la poutre; dans bien des cas, elle dépend encore de la nature
du matériel employé. En vertu de I'équilibre, la résultante des
réactions d'une poutre et la résultante des forces agissant sur
cette poutre doivent étre égales, agir au méme point, et avoir
des directions contraires.

Dans une poutre droite, les réactions sont verticales, dans une
poutre courbe (arcs et ponts suspendus), elles sont inclinées.

Nous avons représenté (Pl, IV, fig. 60) une poutre droite repo-
sant sur un point d’appui ; (fig. 61) une poutre reposant sur deux
- points d’appui. La figure 63 donne I'idée d’'une poutre supportée
en quatre points. Des poutres courbes reposant en deux et trois
points d’appui sont indiquées (fig. 64 et fig. 62).

Les poutres droites ont en général un axe horizontal, ou tout
au moins leurs points d’appui sur une méme ligne horizontale.
Dans certains cas, ces appuis sont & des niveaux différents (P1. IV,
fig. 6%jet 66). |

Dans cet ouvrage nous ne traiterons que des constructions et
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calculs relatifs aux poutres reposant en un ou en deux points
‘d’appui, et dont les éléments pourront étre déterminées par les
lois de la statique. - -

POUTRES REPOSANT EN SES DEUX EXTREMITES.

Les forces qui agissent sur une poutre sont de deux natures;
elles peuvent étre concentrées, ou bien réparties. Par forces con-
centrées, nous comprenons celles qui agissent en certains points
de la poutre ; par forces réparties, celles dont les points d’appli~
cation se trouvent infiniment rapprochés 'un de 'autre. Ces der-
niéres peuvent agir soit sur toute la longueur de la poutre, soit
seulement sur une certaine partie de la portée ; elles peuvent de
plus étre réparties d’'une maniére uniforme ou variable. Si nous
portons (Pl. V, fig. 74 et 76) en chaque point de la poutre une or-
donnée proportionnelle & la force agissant en ce méme point, nous
obtiendrons une surface représentative de la charge répartie sur
cette poutre.La surface ombrée (fig. 74) donne le cas d'une charge.
uniformément répartie ; celui d'une charge répartie d’'une maniére
quelconque se trouve indiqué (fig. 76). |

‘Nous ne considérerons tout d’abord dans ce qui va suivre, nile
mode de construction, ni la nature du matériel employé, ni le
poids propre de la poutre, pour ne nous occuper que des forces
agissant sur elle et des réactions engendrées en chaque point
d’appui.

DETERMINATION DES REACTIONS.

Soient (P1. IV, fig. 69) 1,2,3,4, quatre forces verticales agissant
sur la poutre xy ; cherchons les réactions qui leur font équilibre
Pour cela, construisons d’apres les procédés connus, le polygone
des forces au moyen d'une force auxiliaire oa, ainsi que le poly-
gone funiculaire correspondant(fig. 68 et 69). Nous savons que les
réactions sont dirigées suivant les verticales passant par les
points d’appui « et y; nous savons de plus que ces réactions
doivent étre en équilibre avec les forees 1, 2, 3, 4; leur somme
est donc représentée au polygone des forces par la grandeur ae.
De ce qu’il y a équilibre, il s’en suit que les tangentes extrémes

e
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du polygone funiculaire sont dirigées suivant une seule et méme
droite. Ces tangentes extrémes devant couper les tangentes voi-
sines B et nz aux points d’intersection de ces derniéres avec les
verticales passant par les points d’appui, leur position se trouve
done étre parfaitement déterminée, et leur direction est donnée
par la droite «&. Nous obtiendrons la grandeur de chacune des
réactions en menant par le pdle o du polygone des forces des pa-
ralléles aux cotés du polygone funiculaire.

La réaction A se trouvera déterminée par les tangentes «f
et «z. Mais dans le polygone des forces, oa se trouve étre ine
paralléle a of, il ne nous restera donc qu'a mener par le point o
une paralléle & «¢. La droite af, interceptée par les rayons oa et
of, donne la grandeur de la réaction A. Quant & sa direction, elle
est directement opposée a celle des forces 1, 2, 3, 4. La réaction
B se déterminera de la méme maniére et sera donnée par la
droite’ef. Le polygorie des forces se trouve ici réduit & une ﬁroite;
pour qu'il y ait équilibre, il faut que les fléches indicatrices sui-
vent toujours la méme direction ; pour les réactions A et B, elles
seront alors dirigées de bas en haut.

Nous trouverons, en appliquant les procédés connus, la résul-
tante d’'un nombre quelconque de forces. Ainsi nous obtiendrons
la direction de la résultante R ,,, , des forces, 1 2, 3 en menant -
une verticale par le point de rencontre v des c¢dtés du polygone
funiculaire «f et 3. Quant & la grandeur de cette résultante
Ri,s,3, nOUS la trouverons dans le polygone des forces en menant
par le pole o desparalléles aaB et & v, la ligne ad représentera
donc cette résultante en grandeur.

C’est ainsi que nous avons trouvé (PL. 1V, fig. 69), en 'prenant 1= 11
==9t3=12% 4 =8, les grandeurs des réactions A etB, ct de la résul-
tante Ry,s,s- : _
A=21"; B=19"; R1,2,3 = 32\

Nous pourrons aussi trouver trés facilement la grandeur de
ces mémes réactions en nous basant sur ’équilibre de toutes les
forces agissant sur la poutre. Nous savons en effet que la somme
des moments de toutes ces forces pris par rapport au méme point
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doit étre égale a zéro. Nous pourrons alors établir une équation
dans laquelle A et B seules entreront comme inconnues (les
distances des points d’application des forces 1, 2, 3, 4 aux appuis
x et y étant connues). Nous avons une équation a deux incon-
nues ; pour résoudre le probléme, il nous faudrait poser une
seconde condition ; mais en prenant les moments par rapport 4
'un des points d’appui, par rapport &y par exemple, nous remar-
quons que le moment de la force B devient nul et par suite notre
équation ne renfermera plus qu’une seule inconue.
Nous pourrons poser I'équation suivante (fig. 69) rapportée
au point y.
Adl— 1.t —210:—3.1s— 4.li= 0;
D’ou :
A= 1.0 + 2.0 + 345 + 4.1,
l
Remplacant les lettres par leurs valeurs, nous aurons :
PR AT I o i e ok o i
6m

t
A= 126m

=21

6m T

Nous savons de plus que :
A+B=1+4+24+3+4

Nous aurons done par suite :

B=1+2+4+3+4%—A=11t4 9t + 12t | 8 — 21 = 19¢,

Une autre maniére de déterminer B consisterait & poser I'équation des
momenis de toutes les forces agissant sur la poutre, en les rapportant au
point z. La réaction totale se compose des réactions partielles des différentes
forces, déterminées comme si chacune d’elles agissait seule sur la poutre.
L’équation précédente est applicable et les termes correspondants nous don-

neront la quantité pour laquelle chaque force entre dans la valeur de la
réaction totale. Ainsi pour la force 2, cette quantité sera:
2.0 _ 9t.3m8
7 T = d'7.
Si la foree 2 agissait isolément, la réaction A serait alors égale a 5t7.

Les charges se trouvent-elles placées ou symétriquement par
rapport a I'axe de la poutre, ou bien encore uniformément répar-
ties sur toute sa longueur, les réactions A et B sont alors égales
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entre elles ; chacune a pour la valeur la demi-somme des forces
agissant sur la poutre.

DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS DANS
UNE POUTRE REPOSANT EN SES DEUX EXTREMITES.

Supposons construits (P1.V, fig. 70 et 71)le polygone des forces
et le polygone funiculaire correspondants aux forces1, 2, 3, 4. Si
par le pdle o du polygone des forces nous menons une parallele
a az, nous aurons de suite la grandeur des réactions A = af et
B = fe.

Aumoyen de ces deux polygones, nous trouverons facilement
la résultante d’'un certain nombre de forces. Déterminons par
exemple la résultante des forces A, 1, 2.

Pour cela coupons la poutre par un plan xx, qui partagera les
forces agissant sur celle-ci, en deux groupes. Ges deux groupes
de forces sont forcément en équilibre ; leurs résultantes seront
alors égales mais de directions opposées. Nous pourrons consi-
dérer indifféremment 1'un ou I'autre de ces groupes pour en déter-
miner la résultante.

Dans la suite de notre ouvrage (& moins d'une remarque toute
spéciale), nous ne nous occuperons toujours que du groupe des
forces situées a gauche de la section considérée.

Ceci posé, si par le pdle o du polygone des forces, nous me-
nons des paralleles aux c¢dtés correspondants oz et y3 du poly-
gone funiculaire, nous obtiendrons en fc¢ la grandeur de la résul-
tante cherchée R,. Nous trouverons un point de la position de
cette résultante en prolongeant les cdtés correspondants du poly-
gone funiculaire ot ct 43 jusqu'a leur rencontre au point n.
Menant par ce point une verticale, nous aurons la position de
Ra. Cette résultante est égale & la somme algébrique des forces
A, 1,2; A étant plus grand que 1 + 2, ce qui se voit clairement
dans le polygone des forces, il s’ensuit que R, agira de bas
en haut.

Considérons une autre section de la poutre, par exemple x,, 2,
déterminons comme précédemment la résultante de toutes les
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forces agissant a gauche de la section x xi. La grandeur de cette
résultante sera donnée par la ligne fd ; mais son point d’applica-
tion tombe a droite de la section considérée, ce qui tient a ce que
le ¢dté dn du polygone funiculaire estincliné de gauche a droite.
La ligne fd est égale & la somme algébrique des forces A, 1,2,3;
or comme A < 4 4+ 2 + 3, il s’ensuit que R, agira de haut
en bas. Remarquons que pour trouver les résultantes correspon-
dant aux différentes sections de la poutre, le co6té du polygone
funiculaire az, cOté que nous appellerons la ligne finale de ce
polygone, est toujours & considérer avec 'autre coté du polygone
funiculaire correspondant & la méme section. Il s’en suit qui si
par le pole du polygone des forces nous menons un rayon of
paralléle & la ligne finale du polygone funiculaire, les diverses
résultantes agiront de bas en haut tant que les autres rayons
menés par le pole o se trouveront au-dessus du rayon of ; et de
haut en bas, dans le cas contraire. La résultante, ou autrement
la force extérieure a la section considérée, tombera toujours
en-dessus du rayon of, si les cdtés correspondants du pelygone
funiculaire se coupent & gauche de la section considérée et
inversement.

Nous pourrons donc établir la régle suivante :

La force extérieure a une section quelconque s’obtient en me-
nant par le pole du polygone des forces des paralléles aux cdtés
correspondants du polygone funiculaire ; elle est représentée en
grandeur par le segment intercepté par ces paralléles sur la ver-
ticale ou se trouvent portées les forces agissant sur la poutre, et
est dirigée suivant la verticale passant par le point d’intersec-
tion des cotés du polygone funiculaire prolongés. Ce point d’in-
tersection tombe-t-il & gauche de la section considérée, la résul-
tante agit de bas en haut; tombe-t-il au contraire & droite, elle
agit en sens inverse.

Le moment statique d’'une force pris par rapport & un point
quelconque situé dans le plan de la poutre, par exemple par
rapport au point X, se détermine ainsi qu’il suit. Menons par le
point considéré une paralléle a cette force : prolongeons les cdtés
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du polygone funiculaire correspondant & cette force, 2 par exem-
~ple, jusqu'a leur rencontre avec cette paralléle. La grandeur
ainsi interceptée sur cette paralléle y, ==#q est proportionnelle au
moment cherché.

Nous obtiendrons la valeur de ce moment en multipliant la
longueur y, par la distance polaire H du polygone des forces.

Le moment statique de la force 2 pris rapport au point X est
alors : !

My = ye H.

En effet les triangles yrqg et obc étant semblables, nous pour-

rons poser 1'équation:

be
——_—_—_%oubien:bc.yp:,:qr.ou

qr - yp
Faisant dans cette équation bc =2 et yp = /[, le moment de la
force 2 par rapport & X devient :

(2).0 = Hy,,

La longueur H est la perpendiculaire abaissée du point o dans
le triangle des forces (le polygone des forces se réduisant & un
triangle dans le cas des forces paralleles). Ce n’est pas autre
chose que la composante horizontale constante des forces repré-
sentées par les rayons du polygone des forces, c'est-a-dire des
tensions du polygone funiculaire ; et pour cette raison, nous la
désignerons sous le nom de fension horizontale,

La tension horizontale H entrant comme facteur dans I'expres-
sion du moment, il sera bon de choisir le pdle o, de telle fagcon
que la grandeur H soit représentée par un nombre exact d’unités,
par exemple 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100, etc. (Cette mesure facilitera en
effet beaucoup les lectures a faire sur les épures).

Un moment étant, comme nous l'avons vu, le produit d'une
force par une longueur, il s’en suit que la tension hérizontale H
pourra représenter indistinctement soit une force, soit une lon-
gueur. Dans le premier cas, ¥ sera a lire en unités de longueur,
et dans le second, en unités de forces.
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Lorsque la tension horizontale sera exprimée en unités de
forces, nous la désignerons par la lettre H; dans le cas con-
traire, nous la représenterons par la lettre . La méme remar-
que s’applique aux ordonnées Y et y.

Le moment d’une autre force, par exemple de la force 3, pris
par rapport au point X ou par rapport a tout autre point de la
verticale passant par X, a pour expression :

Mg —=ru.H :y3.H.

La somme des moments des deux forces 2 et 3 sera donc pour

le point X :
ngszqu. H=(y, +v,) H

Nous saurons déterminer de méme la somme des moments ou
bien encore le moment de la résultante d’'un nombre quelconque
de forces extérieures a la section wx. Les ¢6tés du polygone funi-
culaire a considérer seront I'un la ligne finale, et l'autre le se-
cond cdté vd rencontré par Ia section xx. Les deux cdtés pro-
longés coupent sur la verticale passant par X la longueur #»
et le moment correspondant a pour valeur:

Mz = ¢r. H =y H.
Pour la section o, % le moment de la résultante Rz, sera:

Mx1 =tu.H:yxi H.

La quantité y tombe-t-elle en dessous de la ligne finale du
polygone funiculaire, le moment est positif ; dans le cas contraire
il est négatif.

Les cOtés du polygone funiculaire correspondant & une section
quelconque, a la section xa par exemple, ne nous donnent pas
seulement les grandeurs y, proportionnelles au moment, ils dé-
terminent de plus la position de la force R, extérieure a la sec-
tion considérée. L’ordonnée ¥ est-elle comprise en dessous de la
ligne finale du polygone funiculaire, la force extérieure doit alors
avoirson pointd’applicationsitué 4 gauche dupointX; & droite, dans
le cas contraire. Mais comme la position de cette résultante est
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parfaitement déterminde, il s’en suit que le moment de cette der-
niére sera positif pour tout point pris a4 gauche et négatif pour
tout point pris a droite.

Le point X tombe-t-il sur la section méme, la méme méthode
est encore applicable & la détermination du moment de la force
extérieure & cette section. Cherchons par exemple le moment de
1 par rapport & ». Pour cela, prolongeons les cdtés du polygone
funiculaire «f§ et 8y. Ces cOtés coupent sur la verticale passant
par » une longueur y, = st, et le moment cherché est:

M = Y1 H.

De méme nous trouverons le moment de la force extérieure a

la section oz ; il a pour expression :
M =y, H.

Les cdtés du polygone funiculaire correspondants acet yd inter-
ceptent sur la verticale v le segment y,. Si nous cherchons les
- valeurs des moments pour toutes les sections possibles, nous
remarquons que les ordonnées y sont toutes interceptées par la
ligne finale du polygone funiculaire et par I'autre c6té correspon-
dant & la section considérée. La surface comprise entre la ligne
finale et les autres cotés du polygone funiculaire s’appellent pour
cette raison la surface représentative des moments. Chaque or-
donnée de cette surface représente en effet le moment de la force
extérieure & chaque section ; aussi désignerons-nous ces ordon-
nées par le nom d’ordonnées représentatives des moments.

Dans une poutre reposant sur deux appuis, toutes ces ordon-
nées tombent en-dessous de la ligne finale du polygone funicu-
laire ; les moments seront donc de néme signe et seront tous
positifs.

Dans le cas de charges concentrées, le moment fléchissant a
une valeur maxima qui correspond toujours & l'un des som-
mets du polygone funiculaire ; il est nul en chacur des points
d’appui.

Dans I'exemple traité (fig. 70 et 71) nous avons conservé les valeurs données
ci-dessus et nous avons trouvé les résultats suivants :
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Pour le point X ou bien pour tout point de la verticale passant par-X, le
moment fléchissant da & la force 2 est: ‘
My = y2 . H = gqr . B = 0,945 . 20 = 18='90.
Le moment de la force 3 est:
M; =ys. H=ru.H = 3m,44 , 20' = 68™180.
D’ot la somme des deux moments : ‘ ,
Ma,s = (Y2 + ys) H = qu H = 4m383 . 20" == §7=170.

La somme des moments de toutes les forces agissant sur la section zx
est:
My =yxH=r¢. H = 0m,823. 20t = {6™146.
La somme des moments de toutfes les forces agissant sur la section 121
My =y H=tu . H = 4m 26, 20t = 852120,
Pour un point quelconque de la section zz menée par le point v dela

poutre, le moment de la force 1 est :
Mi=1vy;.H =st'. H=0m39, 20t == 7m80,.

La somme de toutes les forces agissant sur cette section zx pris par rap-
port & un point quelconque de cette section est :
My = yv. H =1dic.H=1"83 . 20t == 36"4,6.

DES EFFORTS TRANCHANTS.

Par effort tranchant, nous entendons la composante de la force
extérieure & une section quelconque agissant dans le plan méme
de cette section. Dans une poutre droite oti toutes les forces sont
verticales, cette composante ne différera donc pas de la résul-
tante. L'effort tranchant tend & désagréger ou a cisailler les
molécules du matériel constituant la poutre.

Sinous supposons déterminées pour toutes les sections d'une
poutre les forces extérieureset si nous portons & partir d’'un axe
horizontal et surla verticale correspondant a chacune d’elles la

valeur de cette résultante, nous obtiendrons en ioignant entre
elles les exirémités de toutes ces ordonnées, la ligne repré-
sentant les variations des efforts tranchants, ou plus simplement
la ligne des efforts tranchants.

Pour construire la ligne des efforts tranchants, nous prendrons
(PL 'V, fig. 72) un axe horizontal quelconque f, sur lequel nous
- porterons la longueur de la poutre. Nous déterminerons ensuite
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pour chaque section la grandeur de la résultaute correspondante.
A cet effet, nous considérerons tout d’abord une section infini-
ment rapprochée de A; la seule force agissant sur cette section
sera la force A, qui représentera 'effort tranchant dans la section
considérée. Le polygone des forces nous donnant en af la gran-
deur de A, nous porterons cette valeur sar la perpendiculaire &
'axe ff passant par le point A. Nous axrons de plus soin de por-
ter cette longueur fa au-dessus de Vaxe /7, la force A agissant
de bas en haut.

Si nous répétons cette construction et si nous cherchons l'ef-
* fort tranchant correspondant & chaque section comprise entre les
forces A et 1, nous trouverons pour toutes ces sections la méme
valeur comme effort tranchant, puisque nous ne rencontrerons
aucune autre force entre A et 1. |

L’effort tranchant entre A et 1 sera alors constant et sera re-
présenté par une parallele a I'axe /7 menée par le point a.

Considérons maintenant une section entre 1 et 2, infiniment
rapprochée de la force 1, menons dans le polygone des forces
des rayons paralléles a la ligne finale et au c0té gy du polygone
funiculaire rencontrés par la section considérée ; la droite fb
interceptée par ces rayons nous donnera la grandeur de la résul-
tante cherchée. Cette résultante a’pour valeur :

R=A—1=fa—ab=[b
elle agit de bas en haut, A étant plus grand que 1.

Pour toutes les sections .comprises entre les forces 1 et 2,
Veffort tranchant aura toujours la méme intensité et sera repré-
senté par une droite menée par le point b parallelement & I'axe ff.

En appliquant la méme construction, nous déterminerons faci-
lement les ordonnées fc, fd, fe, correspondant aux sections infi-
niment voisines des forces 2,3, 4; fd et fe, agissant de haut en
bas devront étre portés en dessous de l'axe ff. La force fe est
égale a laréaction B, mais agit en sens inverse des précédentes.

Ainsi, comme nous pouvons le voir par ce qui précéde, nous
saurons construire directement la ligne des efforts tranchants au
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moyen du polygone des forces en portant dans chaque section
considérée la longueur déterminée dans le polygone des forces
par les rayons paralléles & la ligne finale et au c0té correspon-
dant du polygone funiculaire. Les longueurs ainsi interceptées.
fa; b;fctombant en-dessus durayon paralléle ala ligne finale du
polygone funiculaire devront étre portées en dessus de l'axe 7,
les autres fd et fe, par contre, en dessous. |

Pour la section correspondante au point o I'effort tranchant est
nul, c’est-a-dire qu'en passant par le point o l'effort tranchant
change de signe et de positif devient négatif et inversement.

L’effort tranchant est nul au point o et atteint ses deux valeurs
maxima sur les appuis. Si donc nous comparons les positions
de ces maxima et de ce minimum avec celles des minima et du
maximum des moments fléchissants, nous pourrons établir la
Iegle suivante :

Dans une poutre reposant en ses deux extrémités, le moment
fléchissant est maximum 14 ol l'effort tranchant estnul et réci-
proquement.

Dans la recherche des efforts tranchants (Pl. V, figz. 72), la
construction se trouve disposée de facon & pouvoir tracer les
variations des efforts tranchants par une simple prOJectlon du
polygone des forces.

Dans I'exemple traité (P1. V fig. 70 et 71) nous aurons trouvé les résultats
suivants :

fa = A = 1688

[b = 12'88

fe = 5'88

fd = — 10412

fe = —DB = — 2842,

DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS SOUS
UNE CHARGE REPARTIE UNIFORMEMENT OU D'UNE MANIERE
VARIABLE.

Charge répartie dune maniére variable.

Soit (Pl V, fig. 76) une poutre reposant en ses deux points
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extrémes et soumise & l'action d'une charge proportionnelle a la
surface ombrée. A chaque métre carré de cette surface doit cor-
respondre un poids de 10 tonnes. L’échelle des longueurs est de
0,010 par metre.

Si nous mesurons cette surface en la réduisant a la base
a = 1m,00 la longueur proportionnelle exprimée en millimétres
nous donnera le nombre des tonnes composant la charge entiére.

Ne pouvant construire avec des forces infiniment rapprochées
I'une de Pautre, nous partagerons la surface ombrée en plusieurs
surfaces élémentaires, ou autrement dit, nous partagerons les
forces en un certain nombre de groupes.

Divisons la surface ombrée en un certain nombre de surfaces
élémentaires, par exemple en cing.

En mesurant séparément chacun de ces éléments, nous obtien-
drons la grandeur de la résultante des forces comprises dans
chaque groupe. Ces résultantes agissent aux centres de gravité
des éléments considérés : au moyen des forces ainsi déterminées
1,2,3,%,5, nous construirons le polygone des forces et le poly-
gone funiculaire correspondant (P1. V, fig. 75 et 76).

Le polygone funiculaire correspondant a une charge répartie
sur toute la longueur de la poutre ayant un nombre infini de c6tés,
la surface des moments est alors limitée par une courbe. Le
polygone funiculaire afydnce construit avec les forces1,2,3,4,5
enveloppe donc une courbe dont les cotés of, By, vo etc.,sont des
tangentes. Quant aux points de tangence, ils se trouvent déter-
minés par la rencontre des cOtés du polygone funiculaire avec
les verticales de séparation de deux surfaces élémentaires con-
sidérées.

Joignant alors tous ces points de tangence par une courbe con-
tinue, nous obtiendrons la courbe des moments fléchissants aabcdp
correspondant & la charge considérée.

Nous allons démontrer que le coté du polygone funiculaire gy
est une tangente au point ¢ &4 la courbe des moments fléchis-
sants. En effet,les cotés infiniment petits du polygone funiculaire
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a et o« prolongés doivent se couper en un point de la force 1 con-
sidérée comme résultante des forces comprises entre « et a. De
méme les cOtés infiniment petits du polygone funiculaire a et b
doivent se couper en un point de la force 2 considérée comme
résultante des forces comprises entre a et b. Mais les cdtés du
polygone funiculaire a2 et By ainsi que les cotés By et vd se cou-
pent également sur la direction des forces 1 et 2. De plus, d’aprés
notre hypothése, o, @ et & sont aussi des points de la courbe des
moments. Le c¢dté gy doit se confondre avec le prolonge-
ment du ¢oté infiniment petit du polygone funiculaire passant par
le point @ ; fy sera donc une tangente 4 la courbe avec ¢ comme
point de tangence.

La méme démonstration s’appliquerait 4 tous les autres cotés
du polygone funiculaire.

Plus nous considérerons de stuirfaces élémentaires et plus nous
obtiendrons de points de la courbe des moments. Sinous joignons |
les points de rencontre «,p des cOtés extrémes du polygone funi-
culaire et des verticales passant par les points d’appui, nous au-
rons en «o la ligne finale du polygone funiculaire. Menons par le
pble o du polygone des forces une paralléle og & la ligne finale
du polygoné funiculaire «p, cette parallele déterminera en ga et
gf les réactions des appuis A et B.

Pour trouver la position de la résultante des forces agissant
sur une section considérée, nous opérerons comme précé--
demment. Nous prolongerons les cdtés du polygone funiculaire
correspondant a la section considérée, ¢’est a dire la ligne
finale et la tangente jusqu’a leur point d’intersection. Ce point
sera précisément un point de la position de la résultante
cherchée. Ainsi la résultante des forces agissant sur la section
xax passe par le point de rencontre m de la ligne finale
du polygone funiculaire et de la tangente au point a. Ce point
est parfaitement déterminé puisque, comme nous l'avons
vu plus haut, la tangente au point a se confond avecle coté Py
du polygone funiculaire construit avec les forces 1,2, 3,4, b.
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Quant & la grandeur de cette résultante, nous Pobtiendrons en
menant par le pdle du polygone des forces des rayons paralléles
aux cOtés correspondants du polygone funiculaire. Pour la section
considérée xw, la résultante sera donnée en grandeur et en di-
rection par by = Ry. Le procédé employé est en tous points
identique & celui dont nous nous sommes servis dans le cas de
charges concentrées ; mais au lieu de considérer iciles cdtés du
polygone funiculaire, nous devrons opérer avec les tangentes
a la courbe des moments.

Le moment fléchissant correspondant & un certain nombre de
forces pourra se déterminer de la méme maniére que dans le cas
de charges concentrées. La surface des moments se trouve ombrée
sur I'épure.

Nous pourrons appliquer aussinos prineipes connus a la recher-
che des efforts tranchants. Dans ce cas ils ne seront pas repré-
sentés par une surface étagée, mais par une surface limitée par
‘une courbe continue.

En effet, pour construire la surface des efforts tranchants, il
nous faudra considérer dans la poutre un nombre infini de sec-
tions ; mais, comme cela se trouve pratiquement impossible, nous
nous contenterons de déterminer les efforts tranchants corres-
pondant a un certain nombre d’entre elles, par exemple aux sec-
tions passant par les verticales de division. En chaque section
considérée, nous porterons comme ordonnnée & partir d'un axe
horizontal la valeur de la force extérieure, nous joindrons par
un trait continu les extrémités de ces ordonnées, et la courbe
ainsi obtenue sera la courbe des efforts tranchants.

Pour une section infiniment rapprochée du point d’appui gau-
che, 'effort tranchant ne sera autre que la réaction méme de
cet appul.

Pour une section quelconque, pour la section w2 par exemple,
nous déterminerons 'effort tranchant ainsi qu'il suit : nous méne-~
rons par le point »n la tangente ¢¢ a la courbe des moments, puis
par le pole o du polygone des forces un rayon op paralléle &
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cette tangente ; la verticale gp comprise entre ce rayon op etle
rayon og mené une fois pour toutes parallélement 4 laligne finale
du polygone funiculaire, nous donnera I'effort tranchant cherche.
La droite gp tombant en dessus du rayon og devra en gp se por-
ter en dessus de 'axe gg.

Si nous faisons passer la section @ par la verticale sépa-
rant les deux surfaces élémentaires 1 et 2, nous remarquerons
que la tangente 4 la courbe des moments se trouve déja tracée,
cette tangente concordant avec le ¢c6té py du polygone funicu-
laire enveloppe construit en premier lieu. L’effort tranchant
correspondant est gb.

Nous déterminerons de méme la valeur des efforts tranchants
pour toutes les autres sections jusqu'a ce que nous arrivions
enfin 4 la réaction opposée B. La courbe joignant entre elles les
exirémités des ordonnées ainsi déterminées sera la courbe
représentative des efforts tranchants.

L'effort tranchant atteint ici de nouveau ses maxima sur les
points d’appui de la poutre ; il est au contraire nul 14 ot le mo-
ment fléchissant est maximum.

Si dans le polygone des forces nous portons & partir du point a
la longueur as représentant toute la charge s’étendant du point
d’appui a la section considérée x,x,, nous pourrons déterminer la
- tangente a la courbe des moments passant parle point . En effet
la paralléle ¢, ¢, menée par » au rayon os est la tangente cher-
chée.

Dans I'exemple traité (Pl. V, fig. 76), nous n'avons indiqué de la construe-
tion que ce qui avait rapport au premier élément 1, soit bz la largeur, et bt

la hauteur moyenne du trapéze, soit by = {™ la base de réduction
choisie, la surface du trapéze représentera la force 1.
ab =1 =104,

La surface ombrée (fig. 76) a été partagée de telle maniére que chacun des
éléments pit étre considéré comme un trapéze et mesuré comme tel.

C’est pourquoi les divisions se trouvent plus rapprochées 1a o la courbe a
un plus petit rayon de courbure et inversement. En prenant ces divisions
égales, la surface des éléments se mesurera plus facilement. Mais malgré la
commodité qu'offre une pareille division, nous ne pourrons pas toujours
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~ employer, n’étant pas libres de faire tomber les lignes de séparation 13 ol
bon nous semblera.

Dans I'exemple traité (PL. V, fig. 75 et 76), les forces qui nous ont servi &
construire le polygone funiculaire enveloppe sont :

] = 10%; 2 =8%;3 =85;4="T72;5 = 6'5.

Les valeurs des réactions construites graphiquement sont:
A =20'8 B=20%.
Le moment fléchissant total de toutes forces agissant sur la section xsxs
pris par rapport 2 un point quelconque de cette section sera :
Mz, = YusHl = 0286 . 20" = 172,

L’ordonnée maxima de la courbe des moments est Ymax = 1m48.
Le moment fléchissant maximum aura done pour valeur :

| Mmax = Ymax H = 1248.,20t = 29716,

Charge uniformément répartie.

La surface ombrée (Pl. V, fig. 74) représente une charge uni-
formément répartie.

Partageons cette surface en deux parties égales et remplacons
chacune d’elles par la résultante de toutes les forces qui la com-
posent et agissant en son centre de gravité, soit ab = 1 et
be=2.

Construisons (Pl. V, fig. 73) le polygone des forces 1 et 2 et
(P1. 'V, fig. 74) le polygone funiculaire «~y38.

Nous avons vu dans le cas précédent que, pour une charge
répartie, les cdtés du polygone funiculaire enveloppe sont des
tangentes & la courbe des moments en leurs points de rencontre
avec les verticales de division ; «p,yd, et p8 seront alors des tan-
gentes & la courbe des moments aux points correspondants «,,8.
Si maintenant nous répétons la méme construction pour la partie
gh, c’est-a-dire si nous la divisons & son tour en deux parties
égales et si nous remplacons chacune d’elle par la résultante P,P
de toutes les forces qu'elle comprend et agissant en son centre
de gravité, nous pourrons construire le polygone des forces
oadd et le polygone funiculaire anwi correspondant. Les points
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avh seront des points de la courbe des moments et les tangentes
en ces points seront données par les lignes o, nw, et wi.

Nous pourrions & nouveau appliquer la méme construction a
la partie gk et obtenir de nouvelles tangentes et de nouveaux
points de tangence & la courbe des moments. Comme on peut le
remarquer, chaque nouvelle tangente n’est auire que la ligne
joignant les milieux des tangentes déja connues. Ainsila droite
joignant les deux points milieux y et ¢ des deux tangentes «p et $p
est une nouvelie tangente 3 & la courbe cherchée. De méme
n et w étant les points milieux des tangentes ay ety leur ligne
de jonction sera une nouvelle tangente no.

Il suit de la construction des tangentes énoncée ci-dessus,
que dans le cas d'une charge uniformément répartie le polygone
funiculaire est une parabole. Nous saurons construire tres-facile-
ment cette parabole en connaissant simplement les deux tangentes
extrémes et nous n’aurons nullement besoin de partager la sur-
face ombrée en plusieurs parties égales.

Joignons les points « et §; le segment parabolique ombré
représentera la surface des moments fléchissants dont le maxi-
mum correspondra au milieu de la poutre.

Dans l'exemple traité (Pl. V, fig. 74), la charge uniformément répartie se
trouve représentée par un rectangle de 0,8 de hauteur et de 6m,0 de longueur

dont chaque métre carré correspond a un poids de 10 tonnes (Dans tous les
exemples qui suivront lorsqu'il s’agira de charges réparties,nous conserve-
rons la méme échelle, clest-a-dire §m* = {x0t),

La charge par métre courant de poutre sera alors p = 8¢, Les réactions

sont égales entre elles, savoir: A == B == 24!. La plus grande ordonnée ou
bien l'ordonnée milieu de la courbe des moments a pour valeur :

‘ Ymax = {M8.
Le moment correspondant sera :
Mmaz = Ymax « H = imS,QOt == 36mt,
Le moyen le plus simple de construire la courbe des moments
est le suivant :

Soit (PL. V, fig. 79) une poutre reposant en ses deux extrémités
et chargée uniformément d’'un poids p par meétre courant. Por-
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tons en ab dans le polygone des forcesla charge totale (fig.78). Si
[ est la distance des appuis, cette charge sera ab = pl. Prenons
une tension horizontale quelconque H, remplacons la charge totale
par une seule force ab == pl agissant au milieu de poutre et cons-
truisons le polygone funiculaire correspondant ay@. La courbe des
moments étant une parabole nous pourrons la construire facile-
ment au moyen du polygone ayg, ay et v3 étant des tangentes a
la parabole des moments aux points « et §. Joignons les points
milieux § et » de ces tangentes, cette ligne d» sera nouvelle tan-
gente 4 la parabole. Quant 4 son point de tangence p nous I'obtien-
drons en menant une verticale par le point de rencontre y des
deux tangentes ay et gy. Nous déterminerons dela méme maniére
les point 1. et » et nous répeterons la méme construction jusqu’a
ce que nous ayons obtenuun nombre suffisant de points et detan
gentes, qui nous permette de tracer la parabole avec facilité et
exactitude.

Joignant alors « et g, le segment parabolique «f8p représentera
la surface des moments fléchissants.

Les réactions sont égales entre elles, savoir :

‘ A
A::B-:..pé-'

Si dans le polygone des forces nous avions pris le point o &
égale distance des extrémités a et b, la ligne finale du polygone
funiculaire serait alors horizontale ; ce cas se présente (PL.V,
fig. 74).

L’ordonnée maxima de la courbe des moments est-elle seule
connue, la parabole se trouve déterminée. En effet, portons sur
une verticale et & partir d'une ligne finale quelconque le double
de cette ordonnée, joignons le point ainsi déterminé aux points
d'intersection de la ligne finale et des verticales passant par les
points d’appui. Les deux lignes ainsi obtenues sont des tangentes
a la parabole en leurs points de rencontre avec laligne finale du

polygone funiculaire et nous pourrons appliquer la construction
précédente.
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Quant & la grandeur de cette ordonnée, nous saurons la déter-
miner facilement.

Considérons la section «x passant par le milieu de la poutre et
déterminons le moment de toutes les forces situées a gauche de
cette section. En divisant ce moment par la tension horizontale
choisie, nous trouverons comme quotient la valeur de I'ordonnée
cherchée.

Le moment pour la section axx est :

l
4

!~

l
MmaxzymaxH=A2——p

Mais la réaction A a pour valeur A = p et son moment est
positif.

Quant a la résultante de la charge s’étendant sur la moitié de

O

l . l
la poutre, elle est p 51501 bras de levier est B et son moment est
négatif.
Nous pouvons écrire la relation :

2 21
Mumax = pz‘ ——p§ = g]ol‘"‘ = YmaxH.

D’ou ’ordonnée maxima :
1
8 pl2

Ymax — ——

H

1 , : :
La formule My, =3 pl? détermine alors le moment maximum

dans le cas d'une charge uniformément répartie.

La résultante de toutes les forces agissant sur une section
quelconque aussi bien que la somme des moments de toutes ces
forces par rapport & un point quelconque de la section considérée
se déterminera comme dans le cas de charges concentrées;
seulement, au lien de nous servir des c¢otés du polygone funicu-
laire, nous devrons opérer avec les tangentes & la courbe des
moments.

Dans le cas d'vine charge uniformément répartie, la ligne des



CHARGE UNIFORMEMENT REPARTIE 63

efforts tranchants est une droite (Pl. V, fig. 80) dont les points
extrémes sont donnés par la réaction des points d’appui. Cette
droite coupe de plus l'axe en son point milieu. Donc dans une
poutre reposant en ses deux extrémités et chargée uniformément,
le moment fléchissant cst maximum au milieu de la poutre, et
Veffort tranchant nul.

Pour une section quelconque menée a une distance o de I'appui
gauche, la résultante de toutes les forces agissant entre cette

section et le point d'appul est :

pl
Ra:=A—-—pw=-2———px,

ou bien encore en posant Ry =y,
pl
Y = — px -+ 5

Cette formule est 'expression analytique d’une droite.
Dans le cas de charge uniformément répartie, les variations

des efforts tranchants sont donc représentées par une droite.
: : A
S1 dans cette formule, nous faisons == il vient:

S1 nous faisons =0 ou k=171l vient:
__p,
Y=
; pl _ pl
V=TT YT T

L’effort tranchant est alors nul au milieu de la poutre, et égal
aux réactions des appuis pour les sections menées par les ver-
ticales passant par les points d’appui.

L’angle, que forme la droite des efforts tranchants avec 1'hori-
zontale, dépend de la grandeur de p, c¢’'est-a-dire de la charge par

métre courant.
Dans le cas d’une charge uniformément répartie, la courbe des

moments fléchissants est une parabole ; celle des efforts tran-
chants une ligne droite.
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Dans I'exemple traité (P1. V, fig. 79), la charge uniformément répartie a été
prise égale & p= 6 tonnes par metre courant de poutre ; la longueur de la
“poutre étant de [ = 600, les réactions des appuis seront :

pl 6200 . 6200
_= = = =18t.
A=8B 3 2

L'ordonnée maxima de la courbe des moments fléchissants aura pour

valeur :

Ymax = 1,33.
et le moment fléchissant maximum :
Mmax = Ymax. H = 1235, 20t = 27mt,

Si nous calculons cette valeur d’aprés la formule :

Muax = % pl2
nous trouverons :
Muax =% 6t . 6,00% =21——€;@= 27™e,
L’ordonnée maxima calculée analytiquement aura pour valeur :
Mumax  27m¢
Yuax =~ = = 1m 35

DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS DANS
LE CAS DE SURCHARGE PARTIELLES UNIFORMEMENT REPARTIES
ET DANS LE CAS DE SURCHARGES MIXTES.

La poutre se trouve chargée uniformément mais seulement
sur une partie de sa longueur.

Soit (Pl. VI, fig. 85) une poutre reposant en ses deux points
extrémes et soumise a 'influence de la surcharge partielle repré-
sentée par la surface ef,

Nous construirons la courbe des moments fléchissants comme
dans le cas précédent, c’est-a-dire que nous remplacerons la sur-
charge partielle par sa résultante pl agissant au centre de gra-
vité de la surface ef. Au moyen de cette force nous tracerons
(fig. 84) le polygone des forces oab et (fig. 85) le polygone funi-
culaire correspondant 3y». Projetons sur le polygone funiculaire
les points extrémes de la surcharge partielle. Nous savons
qu’entre les pointsa et £ le polygone funiculaire se trouvera rem-
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‘placé par une parabole, la surcharge étant uniformément répar-
tie; dy et yn seront des tangentes a cette parabole aux points « et
6 que nous pourrons tracer. La ligne des moments fléchissants
est alors feprésentée par une droite d«, puis par une parabole aop
et ensuite par une nouvelle droite gr. La ligne joignant les points
3 et » estla ligne finale du polygone funiculaire. La courbe «pf
représenterait la courbe des moments fiéchissants d’'une pouire
uniformément chargée et de longueur ef.

La ligne des efiorts tranchants est indiquée (Pl. VI, fig. 86).
L'effort tranchant sur 'appui gauche est égal 4 la réaction de
Vappui A =ca, il conserve cette valeur jusqu'au pointe, aucune
charge n’agissant entre ces deux points. Enfre les points e et f, il
sera représenté par une droite dont P'inclinaison sur I’horizontale
dépend de l'intensité de la charge par métre courant p. Entre le
point /et I'appui droite I'effort tranchant sera donné de nouveau
par une droite paralléle a I'axe oc et dont la distance & cet axe
sera précisément égale a la grandeur de la réaction B=c¢0.

Dans lexemple traité (Pl. VI, fig. 84, 85 et 86), nous avons également

ombré les sarfaces des moments fléchissants et des efforts tranchants. Les
données sont les suivantes :

La portée de la poutre est de 122,00, et sur une longueur { == 72,00 agit
- une charge uniformément répartie p = 5 tonnes par métre courant.

La charge totale est pl = 7™,00. 5t = 35t,

Les réactions sont A == 19t ; B = 16t.

Le moment fléchissant est maximum dans la section ot V'effort tranchant
est nul, il a pour valeur : ' -

Mumox = Ymar . h = 14475 . o —=73mt 7y,

La poutre est soumise o Uinfluence de différentes charges
uniformément réparties.

Soit (P1. VI, fig. 82) une poutre soumise & I'action de charges
- proportionnelles & la surface ombrée ; nous voulons construire 1a
ligne des moments fiéchissants et celle des efforts tranchants.

Pour cela, nous remplacerons la surcharge comprise entre m
et par sa résultante Gy, et celle comprise entre n et p par sa ré-

5
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sultante G, et nous construirons (Pl. VI, fig. 81 et 82) le polygo-
ne des forces et le polygone funiculaire correspondant. Ces
~ charges étant uniformément réparties, la courbe des moments se
composera de segments de parabole passant par les points «, o, 3
obtenus en projetant les points 7, n et p sur le contour polygonal
«fyd. De plus «f et po sont des tangentes & la parabole corres-
pondant & la surcharge mn et oy et 43 des tangentes a la para-
bole correspondant & la surcharge np. Les deux tangentes fo et
oy se confondant en une seule droite,il s’en suit que les deux pa-
raboles seront tangentes au point p. A l'aide des tangentes «f et
Be,ev etyd,nous construirons facilementles deux arcs de parabole.
La droite «d sera la ligne finale du polygone funiculaire.

Quant & la ligne des efforts tranchants, elle est dans ce cas
représentée par une ligne brisée, dont le coté le moins incliné
sur I'horizontale correspond & la surcharge la plus petite. Pour
construire cette ligne brisée, nous considérerons les sections pas-
sant par les points m, n, p et nous déterminerons les forces exté-
rieures & chacune d’elles.Nous porterons avec leurs signesrespec-
tifs les résultantes ainsi trouvées & partir d’'un axe horizontal dd
sur les verticales passant par les points m, n, p. Les droites joi-
gnant les extrémités de ces ordonnées représenteront la ligne
des efforts tranchants. |

Ici encore le moment fléchissant atteindra son maximum, !& ou
Peffort tranchant sera nul.

Dans I'exemple traité (Pl. VI, fig. 81,82 et 83), les données sont les suivantes:
La poutre a une portée de 12™,00; elle se trouve charyée & raison de 4
fonnes et araison de 6 tonnes par metre courant de pouire.
La construction graphique des réactions donne :
A = 26% ; et B=31%,9.
Le moment fléchissant maximum a pour valeur :
’ Mmax = Ymax . A =17t. 5= — 85mt,
Le moment fléchissant de toutes les forces agissant sur la section zx, pris
par rapport & un point quelconjue de celte section, est:
Mx ==Vx.h=12¢20 . 5m = g{mt,
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La poutre est souwmise a Uaction de surcharges concentrées
et de surcharges réparties.

- Lorsqu'une poutre (Pl. VI, fig. 88) sera soumise & l'action de
surcharges concentrées et de surcharges réparties, nous emploie-
rons la méthode suivante pour construire la ligne des moments
fléchissants et celle des efforts tranchants. Nous partagerons les
charges réparties en un certain nombre d’éléments et nous rem-
placerons chacun d’eux par sa résultante agissant en son centre
de gravité. Si pour une section de la poutre une force concentrée
vient s’ajouter & l'action d’un groupe de forces élémentaires, il
nous faudra alors faire concorder la division avec la position de
- cette force concentrée. Nous prendrons par exemple un point de
division ¢ sur la force 3. Nous construirons le polygone des forces
en les portant 4 la suite les unes des autres toutes les forces agis-
sant sur la poutre et en suivant 'ordre dans lequel elles se pré-
sentent c'est-a-dire G4, 1,2, Gz, 3, Gs.

Nous choisirons la tension horizontale de ce polygone et cons-
truirons le polygone funiculaire correspondant ofydnipw. Proje-
tant ensuite les points de division de la charge répartie sur le
polygone funiculaire, nous obtiendrons les points de tangence
des différents segments de parabole, que nous pourrons cons-
truire au moyen des tangentes of et ny,dn et =1,y et po. Au point
) la parabole correspondant a la charge répartie pr se trouve in-
terrompue sous l'action de la force concentrée 3.

Nous construirons la ligne des efforts tranchants en considé-
rant toutes les sections menées par chaque point de division
d'une charge répartie et par les verticales des forces 1,2, etc.,
et en déterminant la force extérieure correspondant & chacune
d’elles.

Nous porterons en ordonnées, chacune avec son signe, les va-
leurs trouvées pour ces résultantes ; en joignantles extrémitésde
ces ordonnées par un contour polygonal, nous obtiendronslaligne
des efforts tranchants caddeevcbhgfv. Les lignes [g et hb, corres-
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pondant & des charges égales et uniformément réparties, devront
étre paralléles. Dans le cas ol la surcharge sera répartie d’une
maniére variable, les segments de parabole seront remplacés
dans le polygone funiculaire par des courbes correspondant au
mode de répartition. De méme dans la ligne des efforts tran-
chants, les lignes droites seront également remplacées par des
lignes courbes. Le mode de construction restera néanmoins en
tous points identique & celui employé (Pl. V, fig. 76 et 77).

Dans l’exemple traité (Pl. VI, fig. 87, 88 et 89.) nous avons pris une pouire
de 14™ de portée. : '

Sur 3= de longueur, la charge est uniformément répartie et égale & p; = 6*
par métre courant, d'olt G; = 18t. Ensuite agissent les forces concentrées
1 =10' et 2 = 8. Puis sur 22,50 de longueur, la charge est uniformément
répartie et égale & 4' par mstre courant, d’ou G, = 10'; viennent enfin les

forces 3= 15t et G3 = 10*. La charge totale de la poutre a pour valeur ab="71%
Les valeurs des réactions construites graphiquement sont :

A=uac=231%6; B= be = 39t.
Le moment fiéchissant atteint son maximum au point ou l'effort tranchant
est nul, ¢’est-a-dire au point v. I1 a pour expression :
Mmax == Ymax . A ==21t,9 , 52 = {09mt 5,

Poutre suportée en une extrématé.

Une poutre supportée en un point ne peut pas étre en équili-
bre sous 'influence seule de la réaction de son point d’appui, il
faut une condition de plus, un moment d’encastrement. Une pou-
tre supportée en un point ne produit pas alors seulement en ce
point d'appui une réaction égale & la somme des forces agissant
sur cette poutre, mais tend encore & tourner autour de ce point
en vertu du moment engendré par ces forces elles-mémes. ,

Soit (Pl. VI, fig. 91) une poutre reposant en un point d’appui
et sur laquelle agissent les forces 1,2, 3. Formons (fig. 90) le po-
lygone des forces en portant en ad les unes a la suite des autres
les forces 1, 2,3, et construisons, au moyen d’une force auxiliaire
P, le polygone funiculaire correspondant nupy3d, Au point & agit
la seule réaction possible, qui est égale 4 la somme de toutes les
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forces agissant' sur la poutre, mais agit en sens inverse. Cette
réaction forme avec la résultante des forces 1,2, 3, un couple,
tendant & faire tourner la poutre autour de son point d’appui.
Portons en da la réaction A et menons par le point § une paral-
18le 4 oa, nous obtiendrons en dw le coté extréme du polygone fu-
niculaire, qui donne la direction de la résultante des forces P,1,2,
3. Cette résultante est égale a la force P, ce que I'on voit dans le
polygone des forces. De plus, les c6tés du polygone funiculaire
dw et mo étant paralleles, la résultante des forces 1,2,3, et la
réaction de I'appui formeront un couple. Ce couple ne pourra étre
tenu en équilibre que par un couple de méme intensité mais de
sens inverse agissant également au point d’appui. Ce couple
s'obtient généralement par l'encastrement de 'extrémité de la
poutre.

La poutre (PL.VI, fig. 91a.) n’est pas encastrée 4 son extrémité,
mais se trouve fixée ala paroi au moyen de deux boulons. Ce
mode de représentation donne une idée trés-claire du moment
nécessaire a I'équilibre. Dans ce cas V'dquilibre est en effet la
conséquence des tensions R, R, développées dans les boulons
d’attache. Ces deux forces forment un couple positif d'intensité
Rs, dont le moment doit étre égal & celui du couple engendré
par la résultante des forces 1,2,3, et la réaction A.

Revenons maintenant & la fig. 91 de la Pl. VI. Pour détermi-
ner la résultante de toutes les forces agissant sur une section
quelconque, nous appliquerons la méthode indiquée pour une
poutre reposant en ses deux extrémités.

Ainsi la résultante R des forces agissant sur la seétion a4
sera donnée en grandeur et en direction dans le polygone des
forces par les rayons paralléles aux cOtés correspondants du po-
lygone funiculaire n« et y£. Quant & son point d’application, il se
trouvera déterminé dans le polygone funiculaire par le point de
rencontre des méme% cOtés na. et yf.

Nous considérerons toujours les forces agissant entre la sec-
tion considérée etl’extrémité libre de la poutre, 1a somme de ces
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forces est en effet plus facile & établir que la somme des forces
agissant de L'autre cOté, puisque nous n'aurons a considérer que
‘des forces paralléles, au lieu d'avoir & chercher la résultante de
forces verticales et d'un couple.

Si nous considérons plusieurs sections et si nous cherchons
les résultantes correspondantes, nous remarquerons que l'un des
cOtés déterminant la grandeur de ces résultantes est commun
toutes les sections, savoir le c6té »e.

La somme des moments de toutes les forces agissant sur la
section zyz; pris par rapport & un point quelconque de cette
section, se détermine d’aprés la méthode générale connue. Pour
cela, nous prolongerons les cotés correspondants du polygone
funiculaire jusqu'a ce qu’ils coupent la verticale z17;. La gran-
deur ainsi interceptée Yo, est Pordonnée cherchée etle moment
fléchissant a pour valeur.

Mx =Yz . h.
4 1

Si nous cherchons les moments fléchissants correspondant &
différentes sections, nous remarquerons que l'un des cOtés du
polygone funiculaire a prolonger est commun a toutes ces sec-
tions, savoir le coté na. Si alors nous prolongeons ce cdté ne jus-
qu'en ) nous obtiendrons la ligne qui déterminera les ordonnées
de tous les moments. Cette droite n'est autre que la ligne finale
du polygone funiculaire.

La surface ombrée cyd) est la surface des moments flé-
chissants produits dans une poutre encastrée a 'une de ses extré-
mités, sous l'action des forces 1,2,3. Ce moment est nul & I'ex-
trémité libre de la poutre ; il atteint sa valeur maxima dans le
plan d’encastrement.

Pour déterminer la valeur des efforts tranchants (P1.VI, fig. 92),
nous appliquerons les mémes méthodes que celles indiquées

)L par une poutre reposant en ses deux extrémités. Nous trouverons

ainsi que l'effort tranchant entre 1 et 2 est constant et de plus
égal 4 la force 1 = ad ; que l'effort tranchant entre 2 et 3 est
constant et égal & la somme des forces 1 et 2, c¢’est a dire égal a
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1 4 2 = ac et ainsi de suite. L'effort tranchant dans le plan
d’encastrement sera égal 4 la somme de toutes les forces consi-
dérées et atteindra en ce point sa valeur maxima :
A=ad=1+2+3.

Nans 'exemple traité (Pl. VI, fig. 90, 91 et 92, nous avons construit graphi-
quement la ligne des moments fléchissants et celle des efforts tranchants.

Cette construction nous a donné les résulfats suivants:

La résultante des forces situées & gauche de la section z,x, a pour valeur
R,,y = ac = 18t.

Le moment des forces agissant sur la section z,z;, pris par rapport 3 un
point quelconque situé sur la verticale passant par cette section. est :

N[x4 = Yx)l . h= 10*34 . Bm = {mt,

Quant au moment maximum, il a pour valeur ;
Mmax = Ymax . £ = 35,6 . 5m =—= {78mt.
L’effort tranchant maximum est égal & la somme de loutes las forces, ou

bien encore a leur réaction ; il est:
- A = ad =30t

La poutre représentée (Pl. VII, fig. 94) est soumise a 'action
de forces concentrées et de charges réparties. Pour construire la
ligne des moments fiéchissants et des efforts tranchants, nous
partagerons ici encore, comme nous l'avons déja fait (Pl VI, fig.
88), les forces réparties en un certain nombre de groupes et nous
les remplacerons par leurs résultantes G, G,, Gs, G,. Nous forme-
rons le polygone des forces en portant sur une méme verticale
toutes ces forces les unes a la suite des autres et dans l'ordre
dans lequel elles se présenteront ; nous prendrons une tension
horizontale 7/, et, au moyen de cette tension, nous construirons
le polygone funiculaire correspondant afydmpvw. Ce contour
polygonal sera tangent ala courbe des moments fiéchissants aux
points m1, ¥, %, 1, %, et au moyen des tangentes mfB et Py ; Yo et
0n; oA et An; pv et vm nous pourrons construire les segments
de parabole constituant cette courbe. En menant enfin la ligne
finale «p, et en la prolongeant jusqu'au point ¢, nous obtiendrons

la surface des moments fléchissants cherchée «Pydnipvyme,
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La ligne des efforts tranchants se construira d’aprés les pro-
caédés connus. Cette construction se trouve indiquée (P1. VIII, fig.
95) mais & une échelle de moitié (la place faisant défaut sur
I'épure). Le moyen le plus commode de prendre chaque fois la
moitié des résultantes sera de mener dans le polygone des forces

3 7 1 . h .
une verticale ¢'b" & une distance 3 du point o, et de mesurer
directement toutes les forces sur cette verticale.

Dans I'excmple traité (Pl. VU, fig. 94) la poutre, encastrée & une de ses ex-
trémités & une longueur de 14m. Les forces concentrées ont pour valeur :

1= 0t%; 2= 047; 3 = 04,5 ; & = 11,0,
Quant aux forces réparties, leurs valeurs au meéfre courant sont les sui-
vantes :

py = 04,2 py = 04,3,

et les résultantes des groupes considérés sont :
Gy = 04,6; Gy = 04,8 ; Gy == 04,75 ; G, = 14,05.

L'ordre dans lequel les forces se {rouvent placées, est:

1, G4,2, Gy,3, Gy,%, G-

La somme totale de toutes les charges concentrées ef reparties agissant sur
cette poutre, est :

A = 5t,9.
Le moment de la résultante des forces comprises entre la section considé-
réc Zx et Pextrémité libre de la poutre a pour valeur :

Ms = Yx. b = 14,17 . 10m = {{mt 7,

Le moment maximum fléchissant se produit dans le plan d’encastrement
et est égal a:
Mmax = Ymaz . A = 34,9 . {0m — 3gmt,
Quant a leffort tranchant maximum, il a pour intensité:

A=2.4a ¥ = a b =25,9.

POUTRE REPOSANT EN DEUX POINTS D APPUI INTERMEDIAIRES.

Pour construire la ligne des moments fléchissants et la
ligne des efforts tranchants dans les exemples traités (Pl. VII,
fig. 97 et 100), nous emploierons les méthodes générales indi-
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quées au chapitre de la poutre reposant en ses deux points
extrémes. ,

Soit (fig. 97) une poutre de longueur / reposant en ses deux
points intermédiaires A et B et chargée d'un poids uniforme p par
métre courant. Nous formerons le polygone des forces (Pl. VII,
fig. 96) en portant en ab sur une verticale la grandeur de la charge
totale pl ; puis au moyen c‘ une tpnsmn horizontale 7 nous cons-
truirons (Pl. VII, fig. 97) le p@iélfgﬁéﬁé funiculaire correspondant
avf. La charge étant uniformément répartie, la courbe des mo-
ments sera une parabole.

Quant aux réactions, dont nous connaissons les directions et
les points d’application, nous les déterminerons en grandeur par
les lois de 1'équilibre. Nous savons en effet que, pour qu’il y ait
équilibre dans la poutre, il faut que le polygone des forces et le
polygone funiculaire se ferment. Prolongeons les tangentes 4 la
courbe des moments aux points « et § jusqu’en leurs points d’in-
tersection ¢ et y avec les verticales passant par les appuis A et B.
Le polygone funiculaire devant se fermer, il s’en suit que les
cOtés extrémes de ce polygone menés par les points § et y doi-
vent n’en former qu'un seul, ¢’est-a-dire se confondre. La droite
dy sera alors la ligne finale du polygone funiculaire et la surface
des moments fiéchissants sera représentée par la figure ov@+3.
Nous obtiendrons les réactions en grandeur en menant dans le
polygone des forces par le pole o des rayons paralléles a laligne
finale dy et aux autres cOtés du polygone funiculaire do et

v@. Nous obtiendrons ainsi :
A= aé et B = cb.

Dans la surface des moments, les ordonnées se trouvant en par-
tie supérieures ,en partie inférieures ala ligne finale du polygone
funiculaire, les moments fléchissants seront donc en partie posi-
tifs, en partie négatifs.

Nous pourrons également construire d’aprés les méthodes con-

nues, la somme des moments des forces agissant sur une section
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quelconque. Ainsi le moment fléchissant correspondant a la sec-
tion «,2, est négatif et a pour valeur :

Mx '|mt = - Yx4t . hm.

Par contre, le moment fléchissant correspondant a la section
x,%, est positif et a pour expression :
1\.[X2mf’ paosy Y2t . hnl-

Les moments fléchissants ont trois valeurs maxima, savoir aux
“points § et y pour les moments négatifs et & la section a0, pour
les moments positifs. Il s’en suit qu’entre les points d’appui les
moments fléchissants passent deux fois par la valeur zéro en
changeant de signe.

Le cas peut aussi se présenter ol tous les moments fléchis-
sants seront de méme signe et négatits; dans ce cas la ligne
finale 3y ne coupera point la parabole. Ce cas se présentera ou
bien lorsque les points d’appui se trouveront plus rapprochés, ou
bien lorsque les parties en porte & faux de la poutre supporie-
ront des charges d'une plus grande intensité.

La résultante d’un certain nombre de forces se déterminera
également en employant la méthode générale.

Ainsi, pour obtenir la résultante Rx, de toutes les forces agis-
sant sur la section w2, nous n’aurons qu’a mener par le pdle o
du polygone des forces des rayons paralleles aux cdtés cor-
respondants du polygone funiculaire, c¢'est-a-dire gu coté de
et & la tangente au point . Les rayons ainsi menés en oa et od
déterminent en grandeur et en direction la résultante Ry = ad.
Quant au point d’application de cette résultante, il se trouve au
point de rencontre p du c6té o3 et de la tangente ot.

Pour construire la ligne des efforts tranchants (P1. VII, fig. 98),
nous considérerons d’abord les sections comprises entre «eta,x,.
Au point « 'effort tranchant est nul ; & partir de ce point, il croit
uniformément et atteint en a,2, la valeur déja déterminée ci-
dessus R, = ad. Si nous portons comme ordonnées & partir d’'un
axe horizontal pris comme axe des abscisses et sur les verticales
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correspondant aux sections considérées les valeurs trouvées
pour les résultantes et si de plus nous joignons par une droite
ad les extrémités de ces ordonnées, cette droite ad nous don-
nera les valeurs des efforts tranchants pour toutes les sections
intermédiaires.

Considérons maintenant une section infiniment rapprochée et
a droite de la section a,2,. Pour cette section, Veffort tranchant
sera donné en grandeur et en direction par la ligne dc interceptée
par les rayons du polygone des forces menés par le point o paral-
l1élement au c6té dy et la tangente pf du polygone funiculaire.
Cette résultante tombant au-dessus du rayon oc paralleéle & la
ligne finale, elle devra étre également portée au point ¢ en cd
au-dessus de 1'axe considéré.

A la section z,z, correspond un des moments fléchissants
négatifs maxima, les efforts tranchants changeront donc de signe
en ce point. |

Menons maintenant une section infiniment rapprochée et a
gauche du point B. Pour cette section, I'effort tranchant cherché
se trouve donné en grandeur et en direction dans le polygone des
forces par la droite cf interceptée par les rayons menés paral-
lelement au coté 3y et & la tangente du point +.

La droite ¢f tombant en dessous du rayon oc, il faudra alors
porter /b en dessous de I'axe ad.La charge, qui agit sur la poutre
étant uniformément répartie, la droite df limitera la surface des
efforts tranchants. A la valeur du moment positif maximum cor-
respond également un changement de signe dans les valeurs des
efforts tranchants.

Considérons enfin une section infiniment rapprochée et & droite
de B. Pour celte section, 'effort tranchant cherché est égal & /b
dans le polygone des forces ; nous le porterons (fig. 98) de b en f.
A l'extrémité de la poutre l'effort tranchant est nul, done la
droite /b représentera la variation des efforts tranchants pour
cette partie de la poutre.

En 7, le moment fléchissant est négatif et de plus maximum ;
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les efforts tranchants changeront de signe en passant par
Pappui. |

~ Sila poutre était supportée & ses deux extrémités, le polygone
funiculaire serait représenté dans ce cas par la parabole «vf et sa
ligne finale par la droite «f. Si par contre les deux parties en
porte & faux de la poutre faisaient défaut, v serait 1a-ligne finale
du polygone funiculaire correspondant.

11 suit de ee qui précéde que pour une poutre supportée en deux
points intermédiaires, les ordonnées proportionnelles aux mo-
ments fiéchissants sont de beaucoup plus faibles que dans une
poutre de méme longueur mais supportée en ses extrémités ;
plus les points d’appui se rapprocheront et plus les ordonnées
représentant les moments positifs diminueront. Pour une certaine
distance des appuis le maximum de ces ordonnées positives de-
- viendra zéro. Cette limite une fois passée, c’est-a-dire si I’écar-
tement entre les appuis diminuait encore, il n’y aurait plus alors
dans la poutre que des moments fléchissants négatifs. Si enfin leg
deux appuis se confondaient en un seul et méme point, par exem-
ple au milieu de la poutre dans le cas d'une surcharge uniformé-
ment répartie, 1a poutre pourrait alors étre considérée comme
formée de deux poutres distinctes reposant en un point d’appul.

Dans tous les problémes relatifs & une poutre reposant en ses
deux extrémités nous avons vu que les maxima des efforts tran-
chants se trouvaient étre égaux en valeur absolue aux réactions
des appuis. Pour une poutre reposant sur deux appuis intermé-
diaires, la somme des efforts tranchants & droite et & gauche des
appuis, pris en valeur absolue, est aussi ¢gale & la réaction des
appuis. Ainsi (P1. VI, fig. 98) nous avons :

ad+ecd=dd=A;
bf 4 ¢f + [f =B.

Dans I'exemple traité (Pl. VII, fig. 97 et 98), la longueur de la poutre est
[ =17m, I'écartement des appuis 11m, la distance de ’extrémité gauche de la
poutre a'appui gauche 4m.

La eharge par métre courant est:
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p = 04,3.
La construction a donné pour les réactions les valeurs suivantes :
A =3%,01 et B=2%,09.

La résultante de toutes les forces agissant sur la section z,x, est égale a
Rxy = 14,2,

Quant aux valeurs maxima des efforts tranchants, elles sont :

Au point d’appui A : ad =142 ; cd = 14,81 ;
Au point d’appui B: fe=1%,49; [0 =0%6;
D’ou les grandeurs des réactions : '
A=ad-t}cd= 'lt,Q—{- 1,81 = 3,01 ;
B = fe -+ fb=1%,49 1+ 0,6 = 2t,09.
Le moment négatif correspondant 4 la section zyx; a pour valeur:
Mz, = — Yx, . b= —0448 . 5m = — 2mb,40
et le moment positif correspondant & la section x5
Mx, = Yx, . A =0%,61 . m=3mt,05.

Soit (P1. VII, fig. 100) une poutre reposant en une extrémité
et en un point intermédiaire. Cette poutre se trouve soumise a
I'action des charges concentrées 1, 2, 3, 4.

Pour construire la ligne des moments fléchissants, nous por-
terons dans le polygone des forces sur une verticale les unes &
la suite des autres les forces 1,2, 3, &4 puis, au moyen de la ten-
sion horizontale %, nous construirons le polygone funiculaire cor-
respondant, sans avoir égard aux réactions des appuis. Le poly-
gone funiculaire pafydn une fois déterminé, nous prolongerons
le ¢6té op paralléle au rayon oa jusqu'en son point de rencontre v
avec la direction de la réaction A. La ligne joignant les points v
et » sera la ligne finale de 1a surface des moments.

Les moments sont négatifs dans les sections voisines de 'appui
gauche. Celui correspondant 4 la section x,x, est négatif et a pour
valeur :

MX’I == YX" ° h ;
Celui correspondant & la section z,z, :
MX? = Yx‘) ) ;

et enfin celui correspondant & la section xx ;.
Mx —V¥x.h
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La partie avr de la surface des moments [de méme les parties
ads et <Ry (Pl. VII, fig. 97)] est analogue & la surface des moments
agissant dans une poutre supportée en un point d’appui. Pour
cette partie la ligne «v est & considérer comme ligne finale du
polygone funiculaire. De méme les lignes «3 et @ (P1. VII, fig. 97)
seront les lignes finales des surfaces ads et pry.

Les efforts tranchants (Pl. VII, fig. 101) ont ét¢ construits com-
me dans le cas précédent. Pour toutes les sections considérées
entre les forces 1 et 2, l'effort tranchant a une valeur constante
et égale a 1 = ab. Cet effort agissant du haut vers le bas devra
se porter en ab en dessous de I'axe des abscisses. Il en sera de
méme pour 'effort tranchant (1 4- 2) correspondant aux sections
menées entre 2 et A ; nous le porterons également en ac en des-
sous de I'axe af. Les efforts tranchants correspondant aux autres
sections de la poutre se détermineront d'une maniére analogue.

La surface ombrée (fig. 101) représentera les variations des
efforts tranchants.

Aux points o le moment fléchissant atteint un maximum, soit
positif, soit négatif, correspond un changement du signe (ici deux)
dans la valeur des efforts tranchants.

Dans l'exemple indiqué (Pl. VII, fig. 100) la poutre considérée a 13m de
longueur, I'écartement des appuis est de 10m et I'intensité des forces est;

1=0,5;2=043;3=14,0; 4 = 1,0.
Nous trouverons la grandeur des réactions dans le polygone des forces en :
= qf = 24,1 et B= fg = 04,7.

Ces mémes valeurs mesurées dans la surface représentant les variations
des efforts tranchants seront :

A== ac - fc=cc=04,8 }- 11,3 = 2t 1.
B=f:(]=0t,7.

Le moment correspondant & la section z,7, sera :
Mx,=Yx, . b= 04,56 . 5m = 2mt g0,
Ceux correspondant a la section a2 et zx sont négatifs et ont pour valeur:
M, =—Vx, . A —04,39 . 5m = — 1,95 ;

Mx =Yx . A=— 0, 23 . 5® = — {mt {5,
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La poutre figurée (Pl VII, fig. 103) n’est pas seulement soumise
al'action des forces concentrées 1, 2,3, mais encore 4 celle d'un
momnttf négaMex, dans la section wx. Ce moment négatif peut
étre considéré comme engendré par une force horizontale agis-
sant & Uextrémité d’un levier relié d'une maniére invariable a
lextrémité B de la poutre. Le moment de cette force devra donc
étre égal au moment Mx, d'ott Ps = Mx.

Pour déterminer la ligne des moments fléchissants, nous
construirons (Pl. VII, fig. 102) le polygone des forces 1,2,3 et
(fig. 103) le polygone funiculaire aydne.

Si ensuite nous portons sur la verticale passant par B I'ordon-
née ¢4 du moment négatif et si nous joignons les points «, g, la
droite «8 sera la ligne finale du polygone funiculaire. La valeur
de ordonnée ¢f s’obtiendra en divisant la grandeur du moment
Ma par la tension horizontale A du polygone des forces. Nous
aurons en effet:

— Mxmt

hm .

Comme l'indique la surface ombrée (fig. 103), les moments fié-
chissants développés dans la poutre sont les uns positifs, les autres
négatifs. Sous linfluence du moment Mx, la réaction B est plus
grande que dans le cas ou les forces 1,2,3 seules agiraient sur
la poutre.

Les variations des efforts franchants se trouvent indiquées (fig.
104) et ont été construites d’aprés la méthode générale. Il en est
de méme pour les réactions.

Yxt =

Dans l'exemple fraité (fig. 103), la poutre a une longueur de 12 métres, les
forces concentrées ont pour intensité :

1=1t;92=2\;3=1¢,

La valeur du moment négatif — Mx a été prise égale & :

Mg= — 60t e —Ps= — 4t | |05 — — GmE,
La tension horizontale du polygone des forces étant A = 5™, il s’en suit :
mt mt
= 9.7 —— 112

J

Les valeurs des réactions des appuis, construites graphiquement sont :
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A=fa=144%2 et B =fd=2"58.
Le moment fléchissant correspondant a la section x,xy a pour expression :

Mz:4 —"='Yx{.‘; 14,4 . b = pmt s,
Surcharge mobile.

Les constructions, telles que échafaudages, ponts, charpentes,
etc...sont souvent soumises & I'action de surcharges mobiles. Un
train lancé sur un pont de chemin de fer,une voiture passant sur un
pont-route sont des exemples de telles surcharges. Aussi sera-i-
il pour nous du plus grand intérét de déterminer a quelles posi-
tions de la surcharge mobile correspondront dans une section
considérée dela poutre les valeurs maxima du moment fiéchissant
et des efforts tranchants.

Soit par exemple (Pl. VIII, fig. 105) une poutre sur laquelle
la charge Q peut se mouvoir d'une maniere quelconque ; nous
voulons déterminer pour quelle position de Q, le moment fléchis-
sant sera maximum dans la section xx.

Supposons d’abord la charge Q placée & droite de la section
considérée «x, le moment correspondant sera Mz = Al
A mesure que Q se rapproche de la section xw, la valeur de A
croit et par suite celle du moment Mz. La force Q agit-elle direc-
tement au-dessus de la section considérée,le moment My =— Ala
encore une plus grande intensité. Toutes les forces agissant sur
une poutre sont en équilibre ; aussi le moment correspondant a
cette derniére position de Q devra-t-il étre égal 4 My — — B/i.La
force Q se trouve-t-elle enfin placée & gauche de la section xx,
par exemple 4 une distance y de celle-ci, le moment correspon-
dant aura pour expression :

Mx = — B . [, ouencore Mx = Al — Qy,

Ce moment a une valeur plus petite que celle trouvée ci-dessus,
la réaction B devenant de plus en plus petite & mesure que Q
s’'éloigne de cet appui B. Au moment ou la force Q passe par
l'une des verticales des points d’appui A ou B, le moment Mz ést
nul.
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Nous pourrons done dire que, dans le cas d'une charge mobile
Q, le moment M; atteint sa valeur maxima, lorsque la charge Q
agit directement au-dessous de la section considérée. Il en sera
de méme pour toute autre section de la poutre. Les réactions
et le moment fléchissant pour une section quelconque seront
d’autant plus grands que la charge mobile Q aura une plus
grande intensité. '

Si, a l'action de la force Q vient s’ajouter celle d'une seconde
force Q,, également placée a droite de la section considérée,
(Pl. VIII, fig. 106), V'intensité de la réaction A et par suite celle
du moment My croitront. Il en sera de méme pour une {force Q,
appliquée & gauche de la section. Ces forces Q, et Q= jouiront
des mémes propriétés que la force Q. «

Nous pourrons donc des relations énoncées ci-dessus conclure
que, pour une section quelconque, le moment fléchissant d aux
charges mobiles atteint sa valeur maxima :

1° Quand ces charges se trouvent rapprochées le plus possible
de la section considérée ou bien encore placées directement au-
dessus de cette section ;

2° Quand la plus grande ou les plus grandes de ces charges se
trouvent rapprochées le plus possible de la section considérée, ou
bien encore placées directement au-dessus de cette section.

3°Quand ces charges agiront en plus grand nombre sur la
poutre. -

Ces conditions ne sont toutefois pas toujours réalisables en
méme temps. Il en est ainsi quand les forces sont reliées entre
elles, d’'une maniére invariable, ou bien quand leur mode de
répartition est défini.

La charge mobile est-elle uniformément répartie, dans ce cas
la troisieme condition seule est applicable, c'est-a-dire que la sur-
charge devra s’étendre sur toute la longueur de la poutre. Quant
a l'effort tranchant agissant dans la section aa (P1. VIII, fig. 105),
il est égal 4 la réaction A aussi longtemps que Q se trouvera
placée a droite de cette section. Plus Q se rapprochera de xwx,
plus la réaction A croitra et avec elle la valeur de l'effort tran-

6
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chant ; la force Q agit-elle & gauche de la section ww, la réaction
A angmentera encore, mais I'effort tranchant diminuera. La valeur
de Q est en effet & retrancher de la valeur de la réaction, I'effort
tranchant étant donné par l'expression A — Q, ou Q est > A.

Nous pourrons donc dire que l'effort tranchant augmentera
d’'intensité & mesure que la force Q se rapprochera de la section
considérée. Sa valeur sera maxima quand Q passera par la verti-
cale de cette section. .

Sialaction de la force Q s’ajoute celle d'une seconde force Qq
(Pl. VIII, fig, 106) placée également a droite de la section consi-
dérée, cette addition aura pour effet d’augmenter 1a réaction A et
par suite la valeur de 'effort tranchant dans cette section. Iln’en
sera pas de méme de toute force Q, placée 2 gauche de xw. Car,
tout en augmentant la valeur de la réaction A cette force déve-
loppe dans la section wx un effort tranchant de signe contraire a
celul produit par les forces Q et Q,. L'effort tranchant résultant
sera donc dans ce cas égal 4 la différence de ces deux genres
d’effort. .

De 12 nous conclurons que l'effort tranchant atteindra ses
valeurs maxima positive et négative quand la surcharge (concen-
trée ou répartie) s'étendra sur la partie de la poutre située 2
droite ou & gauche de la section considérée. La valeur de ces
efforts dépend du nombre de forces agissant sur la poutre, elle
sera en outre d’autant plus grande que les forces les plus
rapprochées de la section considérée auront une plus grande
intensité.

Dans le cas d'une surcharge infiniment répartie, les efforts
tranchants seront maxima quand elle s’étendra depuis 'un des
appuis jusqu’a la section considérée.

Si done nous déterminons pour toutes les sections d'une poutre
les valeurs maxima du moment fléchissant et des efforts tran-
chants, et si nous les portons en ordonnées a partir d'un axe hori-
zontal sur la verticale correspondant a chaque section, nous
obtiendrons en joignant les extrémités de ces ordonnées par un
trait continu la courbe des moments fléchissants et des efforts
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tranchants maxima. Les plus grandes de ces ordonnées repré-
senteront les maxima maximorum (maximum absolu).

CONSTRUCTION DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFORTS
TRANCHANTS MAXIMA DANS LE CAS D'UNE POUTRE REPOSANT
EN SES DEUX EXTREMITES ET SUPPORTANT UNE SURCHARGE
UNIFORMEMENT REPARTIE.

Soit (Pl. VIII, fig. 107) une poutre reposant en ses deux extré-
mités et chargée d’un poids uniformément réparti proportionnel
& la surface ombrée. Cette poutre, outre son poids propre p, par
métre courant, supporte une surcharge mobile uniformément
répartie d'intensité p,. La charge totale par métre courant de
poutre sera : ‘

P =D I D2

Nous savons déja que, dans ce cas, le moment fléchissant ma-
ximum correspond pour chaque section 4 la charge s’étendant sur
toute la longueur de la poutre. Construisons tout d’abord séparé-
ment les courbes des moments correspondant & la charge perma-
nente et & la surcharge mobile.

Pour cela, formons le polygone des forces en portant sur une
verticale la charge permanente p { = df (fig. 108); prenons une
tension horizontale %, choisissonsle pole o de ce polygone 4 égale
distance des points-d et f et construisons le polygone funiculaire
correspondant. Nous ménerons & cet effet par les points 4 et 1
(fig. 109) des paralleles aux rayons od et of du polygone des
forces. Ces deux paralléles 4y et 1y seront des tangentes 4 la
parabole des moments 431, qui se trouve ainsi parfaitement
déterminée. Sur 1'épure nous avons tracé en pointillés le poly-
gone des forces et la courbe des moments correspondant a la
charge permanente seule.

Quant au polygone des forces oac et & la parabole 431 des mo-
ments correspondant & la charge mobile s’étendant sur toute

la longueur de la poutre, nous les avons indiqués en traits
pleins. '\ |
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Nous savons, comme nous 'avons vu plus haut, que :

B . b= ,‘Bp,. »

D'ou:
i pflg.
=g
Nous aurons de méme :
. S
“d =35

Ces deux formules nous permettront de tracer les deux |
paraboles sans passer par lintermédiaire des polygones des
forces. |

La somme des moments fléchissants dus a l'action simultanée
de la charge permanente et de la surcharge mobile se construira
avec la plus grande facilité. Nous n’aurons en effet qu'a renverser
autour de I'axe 4,1 la parabole correspondant a la charge perma-
nente et nous obtiendrons ainsi en 4p1d la surface des moments

dus ala charge totale p = p, + p,. Les valeurs maxima des
moments développés dans la poutre seront représentées par les
ordonnées de cette surface.

Nous pourrons aussi construire directement la courbe des
moments fléchissants dus a4 l'action de la charge totale. En
effet, portons dans le polygone des forces gh==pl et menons
dans le polygone funiculaire 4v et 1v paralléles aux rayons og et
oh. Ces deux paralléles sont des tangentes en 4 et en 1 & la pa-
rabole des moments 441, que nous saurons tracer comme nous
I'avons déja fait précédemment. L'ordonnée maxima de cette
parabole a pour expression :

p. L
h
du plus grand moment fléchis-

COJ v~

&g =

=3

Elle représente donc la valeu
sant.

Bien qu’ils ne soient pas nécessaires pour tracer la courbe des
moments fléchissants, nous n’en avons pas moins indiqué dans
le polygone des forces (fig. 108) les rayons correspondant au
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%’ Z et Z— de la charge. Ces rayons nous serviront 8 déterminer
les valeurs maxima des efforts tranchants dans les sections
considérées.

Pour construire la courbe des efforts tranchants maxima, nous
considérerons séparément I'influence de la charge permanente
et celle de la surcharge mobile. Nous savons que, dans le cas
d’'une charge totale uniformément répartie, la courbe donnant
les variations des efforts tranchants est une ligne droite, dont
les ordonnées maxima correspondent aux verticales passant par
les points d’appui et sont égales aux réactions des culées.

Ces ordonnées se trouvent portées & gauche en bd et & droite
en bf (Pl. VIII, fig. 110). \

Quant & leffort tranchant correspondant & une section quel-
conque et a une charge mobile, il atteint sa valeur maxima sous
la charge partielle s’étendant depuis I'appui jusqu'a la section
considérée. Déterminons par exemple les efforts tranchants ma-
xima des sections 1, 2, 3, 4. Pour cela, nous construirons la
force extérieure correspondant a chacune de ces sections, la
surcharge mobile s’étendant depuis 'appui B jusqu’a la section
considérée, et nous porterons comme ordonnées chacune de ces
résultantes aux points 1, 2, 3, 4, (PL VIII, fig. 111).

Au cas de charge 1, c¢’est-a-dire & la surcharge s’étendant sur
toute la longueur de la poutre, correspondent la courbe des mo-

ments 431, la réaction A:-O—l et Veffort tranchant A=bda.

Dans le cas de la charge~2, la courbe des moments est repré-
sentée par 15r2, cette courbe se compose dun arc de para-
bole 19 et de la tangente »2 a la parabole au point . L’effort
tranchant cherché sera donné dans le polygone des forces par
la droite 2,2 interceptée par les rayons menés par le pdle o paral-
lelement aux cOtés »2 et 1,2 du polygone funiculaire. | |

A la charge 3 correspondent la courbe des moments 133 et
I'effort tranchant 3,3 intercepté dans le polygone des forces par
les rayons paralléles 483 et 1,3.

Pour la charge 4, la surface des moments sera représentée par
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1s& et U'effort tranchant par la droite 4,4. Afin de ne pas trop com-
pliquer la figure, chacun des rayons paralleles menés par le
pdle o du polygone des forces aux cOtés +2 et 12, etc. du poly-
gone funiculaire se trouve simplement indiqué par un petit trait
sur la verticale ac. |

Portons-nous (Pl. VIII, fig. 1i1) chacune des valeurs ainsi
déterminées sur la verticale correpondant a la section considérée,
nous obtiendrons en joignant les extrémités de ces ordonnées la
courbe des efforts tranchants maxima.

La surcharge vient-elle & se mouvoir dans le sens opposé,
c'est-a-dire de A versB, la courbe des efforts tranchants sera dans
ce cas située au-dessous de 'axe b0 (fig. 111). Ces deux courbes
sont des paraboles et pourront se construire directement a I'aide
des tangentes bd et ac. Quant & la tangente ac, elle est déterminée
par les ordonnées ba et be, ¢’est-a-dire par les réactions des ap-
puis correspondant & la surcharge totale.

En additionnant les valeurs trouvées pour les efforts tranchants
(Pl. VI, fig. 110 et fig. 111), nous obtiendrons la courbe des
efforts tranchants maxima (fig. 112) correspondant & la charge
totale p =p, + p,. Les ordonnées de cette courbe peuvent d’ail-
leurs se déterminer directement dans le polygone des forces
ogh en menant par le pdle o des paraliéles aux cdtés correspon-
dant aux figures des moments appartenant aux charges totales 1,
2, 3, £. Dans ce cas, ilne faudra plus considérer séparément I'in-
fluence de la charge permanente et celle de la surcharge mobile.

Dans le cas de la charge totale, I'effort tranchant au point A
est égal & la réaction A=bg, valeur qui se trouve portée de
b en g (Pl. VIII, fig. 112).

Dans le cas de la charge 2, la partie de la courbe des moments
1nw reste la méme ainsi que la force #i dans le polygone des
forces. A cette force Ai, i1 convient d'ajouter la grandeur

. ! : . .
) :% ; cette force 7—0‘7; agit au milieu de la partie de la poutre

sur laquelle ne s’étend point la surcharge mobile.
Si donc nous complétons le polygone funiculaire, la surface
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1nuo?2 représentera la surface des moments dus 4 la charge 2.
Menant alors dans le polygone des forces des paralléles a la
ligne finale du polygone funiculaire 1,2 et & la tangente uv, la
grandeur 2’2" interceptée par ces rayons sera leffort tranchant
cherché. Nous construirons de la méme maniére le polygone
funiculaire 1mx3 et le polygone des forcesohd=0hb -+ 0bd cor-
respondant 4 la charge 3. Nous ménerons par le pdle o du poly-
gone des forces des rayons paralleles aux cdtés da polygone
funiculaire nx et 3,1 et nous trouverons la valeur de l'effort
tranchant cherché 3'3'=053". |

Dans le cas de charge 4, le polygone des forces sera représenté
par la droite odm=o0dl-} olm ; le polygone funiculaire corres-
pondant sera 4Bzn4. Menant alors par o des paralleles & la ligne
finale 4,4 et & la tangente zn dupolygone funiculaire, nous aurons
en 44 I'effort tranchant demandé.

Lorsque la poutre ne subit plus l’action de la charge mobile,
c’'est-a-dire lorsque celle-ci est arrivée en B, 'effort tranchant
ne dépend plus alors que de la charge permanente et est égal &
la réaction bf. Nous trouverons la valeur de cet effort dans le
polygone odf en menant par le point o les rayons ob et of paral-
leles aux cOtés 1,4 et 1y. Sinous faisons mouvoir la charge dans
le sens opposé, c'est-a-dire de A vers B, nous obtiendrons une
seconde courbe des efforts tranchants maxima identique & la
premiere, mais de position inverse. Le maximum a lieu dans ce
cas au-dessous de 'appui B.

Les courbes des efforts tranchants ainsi déterminées sont deg
paraboles pouvant se construire facilement & l'aide des tan-
gentes gh et df. La tangente gh correspondrait & une charge
totale et permanente p==p: -+ pa, etla tangente df a la charge

permanente seule ;.

i 1
9b = bh = 3 pl; bd = bf = é‘-p&l.

Dans les figures 111 et 112 (Pl. VIII), nous avons aussi tracé
les tangentes aux milieux des courbes ab et gf.
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Nous voyons donc (fig. 112) que dans le cas d’une surcharge
mobile, leffort tranchant dans une certaine partie de la poutre
- peut étre tantOtipositif, tantdt négatif, cas qui se présente pour
la partie mu de la poutre (fig. 112). Quant & la distance des
points m et u, elle dépend du rapport de la charge permanente a
la charge mobile.

Dans 'exemple traité (Pl VIII, fig. 107 & 112), nous avons pris :
= 12" ; py = 04,2 : py = 04,8
d’ou : v
p=p +pa= 1,0
Le moment maximum di a la charge permanente a pour valeur :
M Djmax = aﬁ h = i‘,2 L3P = 3““,6.
ou bien encore :

M Pymax == 8 pl 2= "‘ 0‘ 2,122 = 3m‘ 6.

Le moment maximum du 2 la surcharge mobile :
Mpomax = «d . b = £,8 . 3m = {4m 4.
ou bien encore :

i i
Mpamax = §p2 3= g 0',8 . 122 = 14m &,

Le moment maximum correspondant a la charge totale :
, Mpmax = an . h = 6'. 3» — 48m,
ou bisn cncore :
i 1
Mpmu—gp F=c.1,0, 122 = {8 =,

Sur les appuis, les valeurs maxima des efforts tranchants sont ;

pour la charge totale: AL = L1z = 6t

2 2 ’
el 0242 .,
6) ’

ey

pour la charge permanente :

Quant aux efforts maxima correspondant aux sections menées a des dis-
1,3 L \'
tances O; i % l; 5 l; 4 l; tdelappui A, ils sont pour la charge permanente 3

14,2 5046 ; 040 — 04,6 ; — 14,2 ;
pour la charge mobile :
4.8;2,7; 14,2, 043; 0,0;
et enfin pour la charge totale :
640; 34,30 ; 14,2 ; — 04,3 ; — 1t,2.
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Comme nous l'avons fait remarquer plus haut il suffira de
déterminer les tangentes 1v et vl (fig. 109), et gk et df (fig. 112)
pour pouvoir construire les courbes des moments fléchissants et
des efforts tranchants maxima. Mais pour donner une idée plus
claire de la construction, nous avons di entrer ici dans de plus
amples détails.

CONSTRUCTION DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFOR TS TRAN-
CHANTS MAXIMA, DANS UNE POUTRE SUPPORTEE EN SES DEUX EX-
TREMITES SOUS L’ACTION DE CHARGES MOBILES CONCENTREES.

Nous nous contenterons de traiter ici les cas les plus simples.
Soit (Pl. VIII, fig. 113) une poutre supportant deux chariots 2
quatre roues dont la charge et I’écartement sont donnés.

Pour déterminer la courbe des moments fléchissants maxima,
nous chercherons pour un certain nombre de sections de la poutre
les ordonnées Y correspondant aux différentes positions de la
surcharge. La plus grande des ordonnées trouvées pour chaque
section sera alors une ordonnée de la courbe maxima. Au lieu
de construire les polygones funiculaires correspondant aux diffé-
rents déplacements de la surcharge, il sera plus simple de main-
tenir cette derniere dans une position fixe (nous n’aurons alors
qu'un seul polygone funiculaire 4 tracer) et de laisser par contre
la poutre se déplacer sous la surcharge. Suivre tous les déplace-
ments possibles de la poutre est pratiquement inapplicable, aussi
ne considérerons-nous dans chaque cas particulier qu'un certain
nombre d’entre eux. Nous laissserons par exemple la poutre se

déplacer d'une quantité égale é%? %’ ;(—)’ etc. de sa portée. Si dans

chaque position considérée, nous projetons, sur le polygone fu-
niculaire, les deux extrémités de la poutre, nous obtiendrons en
Joignant entre eux les deux points ainsi obtenus leslignes finales
des polygones funiculaires correspondant & chacune de ces po-
~ sitions.

Formons (Pl. VIII, fig. 114 et 113) le polygone des forces ors
et Ie polygone funiculaire aIVafyO correspondant aux charges
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des essieux1,2,3, 4. Supposons que dans la position initiale OIV
I'un des essieux se trouve placé directement au-dessus de I'apput
gauche, désignons également par OIV la ligne finale du polygone
funiculaire correspondant. Laissons ensuite la poutre se déplacer
et prendre successivement les positions aa; 11; 006, IL11; cc; 111
II; dd; IV IV et désignons les lignes finales des polygones fu-
niculaires correspondant par les mémes lettres et les mémes
chiffres. C’est afin de rendre la construction plus facile que nous
avons employé alternativement les chiffres romains et les carac-
téres italiques. Lorsque la poutre occupera la position IV, IV,
elle se trouvera complétement déchargée. Du nombre de dépla-
cements dépendra le degré d’exactitude de la construction; dans
chaque cas, il suffira de considérer la surcharge dans 6 ou 8
positions différentes.

Pour construire la surface des moments fléchissants maxima,
nous pourrons opérer de deux maniéres. Portons & partir d’'un
axe horizontal commun considéré comme ligne finale les ordon-
nées des moments correspondant aux verticales 1, 2, 3, 4 pour
chaque position donnée, ou autrement dit, reportons sur cet
axe les différents polygones funiculaires, la courbe enveloppe
de ces polygones limitera la surface des moments fléchissants
maxima. Les polygones correspondant aux positions OIV;
aa;11;bb;I11I; cc sont tracées en pointillés (fig. 115). Pour
donner plus de clarté & cette figure, nous y avons indiqué
simplement par de petits traits les verticales correspondant aux
forces 1, 2, 3, %, pour chaque cas considéré. De plus, nous n'y
avons point reporté les polygones funiculaires III III, dd, et
IV IV, sachant d’avance qu’ils tombent a l'intérieur des autres
contours polygonaux déja tracés et qu’ils ne correspondent &
aucun maximumn.

L’autre maniére de procéder est beaucoup plus simple et donne
d’excellents résultats dans le cas de poutres & grande portée sup-
portant un grand nombre de charges. Ce procédé consiste & re-
chercher directement dans les différents polygones funiculaires
I'ordonnée maxima correspondant & chaque section et a porter
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cette valeur &4 partir d'un axe horizontal sur la verticale passant
par cette section,

Prenons par exemple un point situé au huitiéme de la portée
de la poutre. Si nous comparons entre eux les moments fléchis-
sants en ce point pour les positions OIV, aa, 11, 60,1111, etc., nous
trouvons facilement que la valeur maxima de ce moment corres-
pond & la position II II, les positions voisines b6 et cc donnant
des valeurs moindres. Nous ferons remarquer en passant que
nous n’aurons pas besoin de comparer entre elles toutes les or-
données correspondant a une section déterminée; nous pourrons
en effet nous arréter aussitdt que nous observerons une tendance
a la diminution.

Sinous établissons la méme comparaison aux points situés a

des distances gl,gl,él%l,gl,gl, de I'appui B, nous verrons que le

moment maximum correspondra.

Pour le point %l, A la position II TI.

— gl. — bb.
— gz, - b
_ _Z_z, — I1
_ ;gz, — IL
— gl, — a a.

Ces ordonnées maxima se trouvent tracées en traits plus forts
(Pl. VIII, fig. 113); elles se trouvent également portées dans la
fig. 115, ou nous leur avons donné la méme désignation qu’aux
charges auxquelles elles correspondent. Si nous joignons entre
elles les extrémités de ces ordonnées, nous obtiendrons la surface
des moments fléchissants maxima. Les ordonnées ainsi détermi-
nées ne donnént pas exactement la valeur de moments maxima.
Pour obtenir ces valeurs maxima, il faudrait opérer de nouveaux
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déplacements de la poutre et faire concorder 'une des charges
concentrées avec la verticale passant par la section considéré

En comparant les deux surfaces ainsi construites, nous remar-
querons qu’en certaines sections les ordonndes de la premiére
sont plus grandes que celles de la seconde. Ces différences sont
trés-petites et par suite sans importance. L'ordonnée maxima de
cette surface représentera le moment maximum absolu. La pre-
miére construction donne b et la seconde sb comme valeurs de
I'ordonnée de ce moment maximum.

Dans certains cas la recherche du moment maximum absolu
aura seul un intérét direct. Nous n’aurons pas alors besoin de con-
struire la fig. 115, et nous nous contenterons de chercher dans
la fig. 143 la plus grande des ordonnées des polygones funicu-
laires correspondant aux positions aa, 11, 65,11 1I.

Pour déterminer l'effort tranchant maximum correspondant &
une section quelconque, nous ne devrons, comme nousl’avons déj
dit plus haut, considérer que les forces agissant d'un méme cOté
de cette section. Cherchons par exemple l'effort tranchant maxi-

. s . 1 .
mum pour la section menée a la distance Zl de 'appui A. Nous

considérerons pour cela la poutre dans sa position I, I'; la charge
1 tombera alors directement au-dessus de la section considérée
et les autres charges a droite.

L’effort tranchant sera égal & la réaction de 'appui B Nous dé-
terminerons la valeur de cette réaction B dans le polygone des
forces en menant par le pole o des paralleles au coté I, IV et a la
ligne finale 1,1 du polygone funiculaire correspondant. Ces paral-
léles déterminent en Ir la grandeur de cette réaction.

Nous pourrons donc trouver leffort tranchant maximum
pour toute section de la poutre autre que la section III. La‘con-
struction de ces efforts se trouve indiquée dans le polygone des
forces pour les différents cas de surcharge 11; III11; IITIIL; IV IV.
Les diverses réactions portent les mémes lettres que les charges
correspondantes. Connaissant les valeurs des différentes réactioas,
nous pourrons construire la courbe des efforts tranchants (Fig.
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116); cette courbe sera d’autant plus exacte que les sections con-
sidérées auront ét¢ prises en plus grand nombre. Dans le cas par-
ticulier qui nous occupe, il nous suffira d’en considérer quatre.

Nous obtiendrons la courbe des efforts tranchants dirigés en
sens inverse, en faisant mouvoir la charge roulante dans la di-
rection opposée et en supposant seule chargée la partie de la
poutre située 4 gauche de la section. Mais nous savons que cette
courbe est symétrique de la premiére courbe construite par
rapport & I'axe de la poutre; nous n’aurons done pas besoin de
répéter & nouveau la construction précédente, et nous nous con-
tenterons de reporter les valeurs trouvées en dessous de l'axe
rr comme cela se trouve indiqué (Pl. VIII, fig. 116).

S1 nous négligeons P'action de la charge permanente, noustrou-

verons comme valeurs des efforts tranchants sur l'un des appuis
Or, et sur I'autre zéro.

Dans exemple traité (Pl. Vill, fig. 143), la poutre a 12 de longueur, I'é~
cartement des essieux 1, 2 et 3, 4 est 1m20 et celui des essieux 2, 3, 1™60. Les
charges des essieux sont :

1 =2';2=2"; 3=144L5; 4 = 14,5,

La valeur du moment maximum construit d’aprés la premiére méthode
est :

Mmax = 70 . b = 44,02 . 4™ = {6™,08.

Le méme moment construit d’aprés la deuxiéme méthode approximative
sera :

Mmax = s b . h = 34,96 . 4™ — {5™84.
La différence entre ces deux valeurs est :
0mt,24 c'est-a-dire 1,4 0/0.

Les efforts tranchants maxima correspondant aux positions 0,IV; LI; ILIT;
HLIIL ; IV,IV; (fig. 116) ont pour valeur :

Or = 5495 ; Ir = 44,2 ; llr = 2,45 ; Illr = 04,83 ; IVr = 04,0,

Pour traiter le probléme dans sa généralité, il faudra aux ré-
sultats trouvés ci-dessus ajouter les valeurs des moments fiéchis-
sants et des efforts tranchants dus & la charge propre de la poutre.

Soit (P1. VIIIfig. 117) un systéme de plusieurs poutres placees les
unes 4 la suite des autres supportant une voie ferrée. Ces poutres



04 ELEMENTS DE LA STATIQUE GRAPHIQUE

sont relides entre elles par des entretoises porteuses et par des
traverses sur lesquelles le rail vient s’assujettic. Nous voulons
déterminer le moment maximum absolu et la réaction maxima N
de I'un des appuis sous le passage de deux wagons également
chargés. '

Nous construirons le polygone des forces 1, 2, 3, 4 et le poly-
gone funiculaire correspondant I«By30 (PL: VI, fig. 117 et 148.)
Considérons la surcharge dans la position indiquée (fig. 117).
Dans ce cas, la ligne joignant les points O et « ne sera pas la
ligne finale du polygone funiculaire; la charge de l'essieui se
transmettant aux poutres principales non pas directement, comme
dans le cas de poutres sous rails, mais par l'intermédiaire de
deux traverses consécutives. Il faudra donc d'abord répartir la
force 1 sur les deux traverses voisines au moyen du polygone
funiculaire Iep. Nous déterminerons ensuite en considérant les
nouvelles forces trouvées le polygone funiculaire ITT pByd0. Les
forces qui agissent en I et p sont les composantes de la charge
1. Nous obtiendrons les valeurs de ces composantes dans le po-
lygone des forces en menant par le poOle o des paralleles aux
cOtés correspondants du polygone funiculaire II T et I O ainsi
qu'aux cOtés Op et px. Ces valeurs nous seront données par les
droites ax et xb. Leur somme est ax -+ xd — 1.

Il nous faudra de méme répartir les forces 2 et 3 sur les en-
tretoises voisines. Quant a la force 4, elle agit dans le plan d'une
traverse et se transmet par suite directement &4 la poutre.

Le polygone funiculaire des forces agissant sur la poutre prin-
cipale sera donc représenté par II1 pwd0 ; sa ligne finale sera la
droite OO.

La poutre & gauche de 'appui n’est soumise qu’a I'action de la
composante ax ; le polygone funiculaire correspondant sera OI0
avec 00 comme ligne finale.

Laissons maintenant le systéme se déplacer sous la surcharge
d’une distance égale a -~ de la portée; celle-ci prendra la posi-

tion I I, I. Dans cette nouvelle position les chargesi, 2,3, 4 se
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transmettront & la poutre principale par 'intermédiaire, d’autres
traverses et le polygone funiculaire correspondant Iaveo se dé-
terminera comme ci-dessus. La droite I, I seralaligne finale. Une
partie de la surcharge se trouvant dans ce cas transmise a la
partie droite de la poutre, le polygone funiculaire correspon-
dant sera I O I avec la droite IT comme ligne finale.

Nous avons désigné les traverses par la lettre o et les appuis
parla lettre O dans la position initiale O, O, O et par les chiffres 1,
dans la position I, I, 1. Considérons la poutre dans une troisieme

position correspondant & un déplacement %l, désignons par 2 les

nouveaux emplacements des fraverses. Nous remarquons que
dans ce cas les positions des traverses concordent avec celles du
cas O. La répartition des charges 1, 2, 3, 4 sur les traverses sera
la méme que dans la position initiale O, O, O, le polygone funicu-
laire ne changera pas; seules les lignes finales seront autres et
deviennent II, II.

Déplacons & nouveau le systéme des poutres et chaque fois

d’une longueur égale 4 %l. Les nouvelles positions seront III, III,

IIL; IV, IV, IV; V, V, V. Aux positions O, 0, O; II, IL II; IV, IV, IV
correspondra le polygone funiculaire II I ptd0 et aux positions
I,1,1; 10, III, III; V, V,V, le polygoneIevsOV. Ce second polygone
funiculaire est tracée en lignes pointillées.

Ayant ainsi tracé les surfaces des moments fléchissants pour
chaque position de la poutre, nous pourrons trouver facilement
I'ordonnée donnant le moment maximum. Cette ordonnée cor-
respondra 4 la position 0,0,0 et aura pour valeur Y max=17r,

Le moment maximum absolu sera donc: Mmax=—=n~<. A.

Pour trouver le maximum absolu de la réaction, nous cherche-
rons dans le polygone des forces les valeurs des réactions dues
aux différentes positions de la poutre et nous comparerons ces
valeurs entre elles. | |

Considérons la position 0,0,0.Les réactions correspondant aux
deux poutres seront déterminées dans le polygone des forces,
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pour l'une parles rayons paralléles aux c¢6tés du polygone funicu-
laire 00 et Op, pour I'autre par les rayons paralleles aux cotés 00
et 10. Les c6tés OI et Op se confondant en une méme droite, les
rayons paralléles ne formeront qu'un seul et méme rayon, et par
suite la réaction de I'appui, qui n'est autre que la somme des
réactions 00’ correspondant & chaque poutre, sera déterminée
par les rayons paralléles aux deux lignes finales 00 et 0O. Cette
réaction se trouve désignée par OO dans le polygone des forces.

Nous construirons de la méme maniére la réaction I,1 corres-
pondant & 1a position I, I, T en menant par le pole du polygone funi-
culaire des paralléles aux lignes finales I, I et I,1. En répétant &
nouveau la méme construction, nous trouverons les grandeurs
des réactions II, IT; III, III; IV, IV, etc. Pour ces différentes posi-
tions, la valeur de la réaction va toujours croissant jusqu'a la
position III, III pour diminuer ensuite.

A la position III, III, III correspondra donc le maximum de N.

Dans chaque cas particulier nous n’aurons nullement besoin de
rechercher les valeurs des réactions sous les différents cas de
surcharge possibles et pourrons arréter nos recherches aussitét
que nous remarquerons dans la grandeur de N une tendance a
décroitre.

Quant aux moments fléchissants dans le rail, ils sont donnés
par les polygones funiculaires.

Lop, pBr, 773, afv, vys, 630.

Le moment maximum absolu se produira lorsqu’une roue se
trouvera placée au milieu de la portée des deux traverses; sa
valeur sera Ow. A.

Nous pourrions également, en répétant la construction indiquée
- ci-dessus, déterminer le maximum absolu de la réaction sur une
traverse. Toutefois, afin de ne pas compliquer 'épure, cette cons-
truction ne s’y trouve pas indiquée. |

Dans I'exemple traité (Pl VIII, fig. 147) nous avons considéré une série de -
nonfres de 3@ de portée reposant en leurs extrémités. L’écartement des fra-
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verses est de 1m,0 celui des essieux | et 2 de 0™8 et celui des essieux 2 et 3
de 0=,9. Tous ces essieux sont également chargés savoir ;

1 =2 =3 =4=14,5.
Le moment maximum absolu aura pour valeur :
Mmax = ™ . A = Ymax h == 1,07 . 2 = 20t 44,
La réaction maxima d'un appui:
Nmax = III 1T = 44,15,
et le moment maximum dans le rail :
O« . h = 04,15 . 2 = 0m',3.

DES FORCES EXTERIEURES ET DES FORCES INTERIEURES

AGISSANT DANS UNE CGONSTRUCTION

Considérons un corps d’'une forme quelconque soumis & P'action
des différentes forces de grandeur et de direction données, et se
tenant en équilibre (Pl. IX, fig, 119). Supposons de plus que ces
forces agissent dans un méme plan vertical (cas qui se présente-
ra ordinairement dans la pratique).

Si au moyen d'une section ww, nous partageons ces forces en
deux parties, et si nous considérons séparément l'action de
chaque partie, en vertu des lois de 1’4quilibre, les résultantes
correspondant & chaque groupe devront étre nécessairement
égales entre elles et agir suivant la méme direction mais en sens
inverse. La résultante R, des forces & gauche de la section xw
sera donc égale a la résultante R: des forces situées & droite de
la méme section. |

Si le corps se trouvait partagé en deux parties par la section
considérée, chacune de ces parties du corps tendrait & se mou-
voir suivant la direction de la résultante correspondante.

L’action de ces forces R engendre dans la section des efforts
de cohésion, qui s’opposent au mouvement.

Les forces de résistance (forces de cohésion), tiennent donc en
équilibre les résultantes R, et R, et comme celles-ci, elles sont
de plus en équilibre. Si donc nous désignons par R, &t R les

7
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deux résultantes de ces derniéres forces, nous pourrons écrire

la relation suivante :
Ry = R/

Pour distinguer ces genres d’efforts, nous désignerons par
forces extérieures, les forces & laction desquelles le corps se
trouve soumis et par forces intérieures, les efforts développés
par celles-ci dans le corps lui-méme. La résultante des forces ex-
térieures agissant sur une partie du corps, est en équilibre avec
la résultante des forces intérieures exercées par la partie voisine
ou bien encore avec la résultante des forces extérieures agissant
sur la partie voisine.Ces deux derniéres résultantes pourront alors
étre indifféremment substituées Pune a I'autre.

En effet, considérons (Pl. IX, fig. 120} avec la résultante des
forces extérieures agissant sur cette méme partie, une partie du
corps a gauche de la section xx et soit Ru la résultante des
forces extérieures agissant sur cet élément. Cette force Ry sera
en équilibre avec la résultante R's des forces intérieures dévelop-
pées dans la partie correspondante située a droite de xw. Mais R'z,
est égale 4 R,, et a de plus méme direction et méme signe; Ry dé-
terminera donc le signe des forces intérieures agissant sur la
partie gauche dans la section xw. Dans le cas indiqué (fig. 120),
la force R's passe par le centre de gravité de la section considérée
et de plus se trouve dirigée contre cette section. La partie &
gauche de oz sera donc comprimée. |

Il suit de 14 que nous pourrons toujours supposer enlevée la
partie & droite de la section, et la remplacer par la résultante des
forces intérieures, sans que pour cela les conditions d’équilibre
se trouvent changées. ’

La résultante des forces extérieures & une section est-elle
connue, la résultante des forces intérieures agissant dans cette
section le sera aussi. Si, par exemple, nous cherchons ‘la résul-
tante des forces intérieures pour la partie & gauche de ax, nous
n’aurons qu’a déterminer la résultante des forces extérieures agis-
sant & gauche de cette méme section; cette derniére prise en
signe contraire sera la force cherchée. Nous pourons donc tou-
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jours trouver la résultante des forces intérieures dans une section
quelconque, quandles forces extérieures seront connues, puisqu’il
est possible de déterminer une force, qui soit en équilibre avec la
résultante des forces extérieures agissant soit & gauche, soit &
droite de la section considérée. Toutefois, nous ne pourrons
trouver que dans cerlains cas particuliers la maniére dont cette
résultante se répartit dans les différents éléments de la section.

Les types de construction que nous retrouverons dans la prati-
que, sont en général formés par I'assemblage de barres rigides.

Nous ménerons toujours les sections wx perpendiculaires a
I'axe longitudinal de ces barres, nous décomposerons la résul-
tante des forces extérieures suivant deux directions l'une paral-
18le et I’autre perpendiculaire & la section considérée. Ces com-
posantes une fois déterminées, nous trouverons les forces inté-
rieures qui leur font équilibre.

Les efforts qui se développent dans une construction sous
I'action de forces extérieures sont de différentes natures.

En effet, considérons un corps de forme prismatique (Pl. IX
fig. 121) et déterminons les efforts engendrés dans la section xw.
Pour cela, cherchons la résultante R de toutes les forces exté-
rieures situées a gauche du plan wx ; cette résultante prise en
signe contraire sera égale & la résultante de toutes les forces
intérieures agissant dans la section considérée. Décomposons
R en deux forces P et Q, 1'une paralidle, lautre perpendicu-
laire & I'axe du prisme. La force Q tend a cisailler le prisme dans
la section wwx, les forces intérieures lui font équilibre, et par
suite leur résultante est égale 4 la force Q, mais se trouve dirigée
en sens inverse (Pl. IX, fig. 122).

Reste a considérer 'action de la force P. Pour cela, portons au
centre de gravité b dans la section wx et sur une paralléle a la
direction P deux forces égales et opposées -+ P et —P. L'ad-
dition de ces deux forces ++ P et —P ne changera en rien les con-
ditions de I'équilibre du prisme. La force - P (fig. 122) agissant
contre la section zz, sera un effort de compression. Les forces P
portées en af et en bd (fig. 121) forment un couple positif dontle
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moment a pour expression P.ab. Ce couple sera tenu en equili-
bre par un couple négatif de méme grandeur et d a 'action des
forces intérieures. Quant & la grandeur et & la position des forces
composant ce couple, nous ne les connaissons pas encore, mais
nous pourrons toujours appliquer dans la section zz un couple
négatif SS tel que S. =P . ab (fig. 122).

Le moment P.ab cherche 3 faire fléchir le prisme dans le sens
longitudinal.

La résultante R des forces situées & gauche de la section zz en-
gendre done les trois genres d’efforts intérieurs suivants: un ef-
fort de cisaillement Q, un effort de compression P, et un moment
fléchissant M=S. .

Un autre genre d’efforts n’est point possible dans le cas ou
toutes les forces considérées agiront dans le méme plan. Mais si
ces forces n'agissent pas dans le méme plan, la poutre sera en
outre soumise & un moment de torsion. Nous devrons done, pour
ne pas avoir de forgion dans une poutre, répartir 1a charge per-
manente et la surcharge de telle maniére que toutes deux se con-
centrent dans le plan vertical passant par 'axe de la poutre.

La résultante des forces exérieures est-elle perpendiculaire a
I’axe longitudinal de la poutre, cette résultante n’engendrera
alors qu'un effort de cisaillement et quun moment fléchissant.
Soit (Fig. 123) R la force extérieure & la section zz, portons en b
deux forces égales et de signes contraires + R et —R; & la force
extérieure R = bc fera équilibre &la force intérieure R="5 o’ (PL
IX, fig. 124). Quant au moment fiéchissant négatif R.be, nous
pourrons le supposer tenu en équilibre par le moment positif Sh.
De tels efforts se produisent dans les poutres droites dont les
appuis se trouvent au méme niveau et nous pourrons toujours,
comme nous l'avons vu dansle courant de cet ouvrage, déter-
miner les valeurs du moment fléchissant et de l'effort tranchant
dans une section quelconque.

Si la résultante des forces extérieures tombe dans la section
considérée (Pl. VII, fig. 125 et 126), la poutre ne sera soumise
dans cette section qu’a un effort de cisaillement. A la force exté-
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rieure R=qab (fig. 125) fait équilibre la force intérieure R =a'd
(fig. 126). De tels efforts se présentent dans les rivets et les bou-
lons.

Sila résultante R des forces extérieures est paralléle & 'axe
de la barre considérée, la composante perpendiculaire, et par
suite l'effort de cisaillement seront nuls. Dans ce cas, la poutre
sera soumise & un moment fléchissant positif ou négatif et
aun effort de tension ou de compression. Portons (Pl IX, fig.
127) en b deux forces égales et de signe contraire 4R et —R;
la force intérieure R =&¢’ (fig.128) fera équilibre a V'effort de com-
pression R=2b¢ (fig. 127). De méme le moment positif Sk détrui-
ra 'action du moment négatif R . ab. Une charge verticale excen-
trique agissant sur une colonne développera dans celle-ci des
efforts de cette nature.

Si la direction de la résultante R concorde avec 'axe de la barre
considérée, elle ne développera alors dans celle-ci que des efforts
de traction ou de compression.

Ainsi, a la force extérieure R="0bc (Pl. IX, fig. 129) fait équili-
bre la force intérieure R= ¢’ (fig. 130), qui, dans ce cas, sera un
effort de tension.Une charge verticale concentrique a4 une colonne
développe dans celle-ci des efforts de cette nature.

Il suit de ce qui précede que les forces extérieures agissant
dans le plan d’une poutre développent dans chaque section des
efforts de tension ou de compression, des moments de flexion et
des efforts de cisaillement.

Si done nous voulons qu’une poutre ou une pidce quelconque
d’une construction ne soit soumise qu’a des efforts de traction ou
de compression, il faudra que la résultante des forces extérieures
a une section agisse suivant I'axe longitudinal de cette piéce.

De la répartition des forces extérieures résulte la position de la
résultante. Quant & la position des éléments rencontrés par une
section zz, il dépend de la forme méme de la poutre.
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POUTRES OU TOUTE SECTION NE TROUVE QU'UNE SEULE
BARRE SOUMISE A DES EFFORTS DE TENSION OU DE COMPRESSION.

Cas géneral

Nous appellerons poutre homogéne toute poutre ne se compo-
sant dans toutes ses parties que d'un seul élément, les poutres
en forme de double T par exemple. Par contre, nous désignerons
sous le nom de poutre composée toute poutre dans laquelle une
section rencontrera deux, trois, etc. éléments. |

Toute poutre droite homogéne doit résister & l'action d'un
moment fléchissant et d'un effort tranchant.

Nous allons déterminer la forme que nous devrons donner &
une poutre pour qu'elle ne subisse que des efforts de tension ou
de compression. Considérons (Pl. IX, fig. 130) un corps de forme
quelconque soumis a l'action de plusieurs forces agissant toutes
dans un méme plan et se tenant en équilibre, et cherchons si dans
la section z,z, nous ne pourrons pas remplacer une partie de la
matiére par une barre rigide, ne travaillant pas a la flexion.

Déterminons la résultante R,,, des forces extérieures &la section
xixa. 1l est évident que dans ’espace ot cette résultante ne varie-
ra pas, (ici dans Vespace compris entre les forces 3 et 4) nous
pourrons substituer & la matiére du corps une barre rectiligne
rigide ab, dont 'axe correspondra avec la direction de la résul-
tante ; cette barre ne travaillera pas a la flexion. De méme pour la
section z» z2, un élément rectiligne bc dont I'axe longitudinal cor-
respondra avec la direction de la résultante R., remplira le méme
office entre b et ¢ que la matiére du corps lui-méme. Il résulte de
ce qui précede que nous pourrons transformer le corps considéré
et le remplacer par une série de barres de moindre section sou-
mises & des efforts de tension oude compression que nous saurons
déterminer. Voir I'exemple (Pl. IX, fig. 430) ou la ligne pointillée
indique le systeme d’éléments capables de résister aux forces ex-
térieures.
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Nous aurons souvent & calculer des constructions de ce genre
qui rentrent dans le type de poutres & réactions obliques. La
forme d'une poutre correspondant & une charge donnée est iden-
tique avec le polygone funiculaire ; chaque cdté de ce polygone
représente en effet la direction de larésultante des forces agissant
sur la section considérée. A chaque charge correspond une forme
déterminée de lapoutre, dont les éléments ne travailleront qu’a la
traction et & la compression, etréciproquement. A des forces pa-
ralleles correspond un nombre indéfini de formes. variant avec
les différentes tensions horizontales.

Les formes ainsi déterminées satisferont aux conditions énon-
cées ci-dessus aussilongtemps que la résultante ne changera pas
de position, c'est-a-dire aussi longtemps que le polygone funicu-
laire ne variera point. Or, un polygone funiculaire ne changera
pas tant que les forces correspondantes ne varieront pas d'inten-
sité ou varieront toutes dans la méme proportion. Une force seule
varie-t-elle d'intensité, ou bien toutes les forces varient-elles
d'une maniere quelconque, le polygone funiculaire changera alors
de forme, et les éléments de la poutre ne seront plus seulement
soumis a des efforts de traction ou de compression, ils devront
de plus résister & des moments de flexion.

Nous aurons dans la pratique en général a faire 4 des charges
verticales (poids) ;- seules les réactions des appuis pourront avoir
des directions obliques.

Forme d’'une poutre sous l'action de différentes
charges verticales.

Soient (P1.IX, fig. 131 et 132) données lesforces comprises entre
les lignes mn et nn passant par les points d’appui; nous voulons
déterminer la forme qu'il nous faudra donner & une poutre dont
les ¢1éments ne doivent résister qu'a des efforts de tension et
de compression.

Pour cela, construisons au moyen de la force auxiliaire A =oa
le polygone funiculaire «8y8wue correspondant aux forces paral-
leles 1,2.3,4. La poutre, dont les éléments se confondront avee
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les cOtés de ce polygone funiculaire satisfera aux conditions
énoncées ci-dessus ; ses réactions seront A=oa et B=o0b, leurs
directions seront déterminées par 'équilibre du systéme A, 1,2,
3,4, B; les fléches indicatrices de A et de B courront alors dans
le méme sens que celles des forces 1,2,3,4. Quant aux forces
agissant dans les éléments de la poutre, elles se trouvent données
en position par les cdtés du polygone funiculaire; en grandeur
et en direction dans le polygone des forces par les rayons paral-
léles correspondants.

Ainsi la barre Py est soumise & I'action de la résultante R,
des forces agissant sur la section zz, c’est-d-dire de la somme
des forces A et 1;cette résultante est donnée en grandeur par
le rayon oc, elle agit de o vers ¢. Quant & la force intérieure
qui lui fait équilibre, elle est de direction opposée ; elle est donc
dirigée vers la section o ; la barre gy sera par suite soumise &
un effort de compression.

La résultante des forces A, 1,2, 3, 4 extérieures ala section
z,, x1,est 0b=B, elle a le signe contraire que la réaction B. La force
intérieure, qui lul fait équilibre, sera de signe contraire, et la barre
np se trouvera également comprimée. Nous déterminerons de
méme les résultantes des forces extérieures A, od, oe, agissant
dans les éléments «f, vd, 3, qui seront comprimés, ce qui du
reste, se voit clairement dans le polygone des forces, ou toutes
les résultantes partielles ont méme signe.

La composante horizontale des forces agissant dans chaque
élément de la poutre a la valeur constante H= of et la somme
des composantes verticales des réactions af, fb, est égale & la
somme des forces considérées. Nous pourrons, pour une
seule et méme charge, construire une infinité de polygones funi-
culaires, et par conséquent une infinité de poutres répondant aux
conditions exigées.La forme de la poutre sera d’autant plus apla-
tie et ses différents éléments d’autant plus comprimés que la
composante horizontale H aura une plus grande intensité et ré-
ciproquement. ‘

Quant aux composantes verticales des réactions, elles auront
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toujours les mémes valeurs, celles-ci ne dépendant que de la
grandeur des forces 1, 2, 3, 4 et nullement de la forme de la
poutre. Il nous restera donc, dans chaque cas particulier, &
choisir pour la poutre la forme la plus convenable, ou autrement
dit la forme la plus économique satisfaisant aux conditions du
probleme.

La grandeur de l'une des deux réactions est-elle donnée, la
forme de la poutre se trouvera par le fait méme déterminée ;
puisque, dans ce cas spécial, nous ne pourrons construire qu'un
seul polygone funiculaire.

Dans Vexemple fraité (Pl. IX, fig. 131 et 132), 'écartement des appuis est
de 10™ et les forces considérées ont pour valeurs :

1=1t;2=04,9; 3 = 0'8; 4= 048.
Nous avons pris le podle o du polygone des forces tel que la réaction A soit

A = oa = 34,3, et nous avons trouvé dans les différents éléments de la pou-
tre les efforts de compression suivants:

Dans «f§ un effort oa = A = 3,31

— By — oc = 2%,68
— 90  —  od =24,36
— dn — 0e = 2%32
— up — 00 = B=2L.47

La composante horizontale est constante pour toutes les sections et a pour
valeur H = of = 24,32,
La composante verticale de la réaction A est af = 24,35 ; celle de la réac-
tion B = fb = 0t,85. Leur somme est : '
fo+fb=14+2+4+3-+4+4=23,20

c’est-a-dire égale & la somme des forces données.

Chaque élément de la poutre peut étre remplacé par un appui
placé en un point quelconque de cet élément et exercant sur lui
une réaction égale 4 la résultante des forces agissant en ce point,
sans que pour cela 1'équilibre soit détruit et que la nature des
efforts développés dans les autres léments soit altérée. (Voir la
poutre indiquée Pl. IX, fig. 132). De méme que la nouvelle poutre
ainsi obtenue (Pl. IX, fig. 134) est une partie de la précédente;
de méme le polygone des forces correspondant (fig. 133) est une
partie duk‘polygone des forces précédent.
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Supposons maintenant que la forme de la poutre soit donnée
ainsi que la charge totale a laquelle elle se trouve soumise, nous
pourrons déterminer le rapport des différentes charges, qui sol-
licitent cette poutre, dans le cas ol tous ses éléments devront
étre ou comprimés ou tendus. Soit par exemple la poutre de
forme symétrique indiquée (Pl. IX, fig. 136). Prenons dans le
triangle des forces (fig. 135) une longueur ab proportionnelle a
la charge totale. Menons par a une paralléle & «B3, par b une pa-
ralléle & dv, et prolongeons-les jusquen leur point de rencontre:
0. Les droites oa et ob représenteront les réactions dues a I'ac-
tion de la charge considérde. Si de plus nous menons par o une
paralléle & P'élément By, nous obtiendrons en ac—=1 la valeur de
la force agissant au point 8. Nous trouverons de méme en me-
nant par o des paralléles & v3 et & dn les forces cd=2 et db=3
agissant aux points y et 5. Le rapport entre les forces concen-
trées aux sommets de la poutre sera donc :

1:2:3=ac:cd: db. ~

Aussi longtemps que ce rapport existera entre les forces 1, 2,
3, nous serons sUrs que les résultantes correspondantes se con-
fondront avec les axes des éléments considérés. A la simple ins-
pection du polygone des forces, nous pourrons remarquer qu'a

une forme symétrique de la poutre correspond une répartition
symétrique de la charge.

Nous avons pris dans 'exemple indiqué, (PL. IX, fig. 133 ei 136) la charge
totale ab = 4%,0 ; et nous avons trouvé comme charges concentrées aux
points f,7,d correspondant & la forme donnée, les valeurs suivantes :

f =163 ;2= 0%74;3 = 1,63

Dans les éléments «f et 04 agissent les efforts og = 0b = A = B = 2,25 ;
dans By et yd, oc = od = 1t,11.

"Quant & la tension horizontale, elle a pour intensité H = 1 04.

La forme la plus simple des constructions rentrant dans ce
genre de poutres est représentée (Pl. IX, fig. 138). Elle se com-
pose simplement de deux éléments et la charge agit au point
de rencontre de leurs axes. Pour déterminer les forces dans

«f et Py, portons (fig. 137) en @b la force 1; par a menons une
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paralléle & o8 et par b une parallele & Py. Ces deux paralléles se
coupent en un point 0. Les valeurs des réactions ainsi détermi-
nées oa = A et 0b — B représentent aussi les valeurs des forces
intérieures dans les éléments «f et By.

Dans I'exemple traité (PL. IX, fig. 138) les appuis sont & une distance [ = 6;
la force 1 a &té prise 1 = 2, et les valeurs des réactions seront:

A = 1142 et B = 14,42.

La construction la plus simple aprés celle indiquée ci-dessus se
trouve représentée (Pl. IX, fig. 140) et se compose de trois élé-
ments. Nous désignerons les constructions de ce genre sous le
nom de poutres avec contrefiches. Pour déterminer les efforts
agissant dans les éléments de cet ouvrage, formons le polygone
des forces (fig. 139) et portons 1=ac et 2=cb. Menons par a
une paralléle a «f, par b une paralléle & y3 et prolongeons-les
jusqu'en leur rencontre o. Les lignes oa et 0b représentent les
forces agissant dans of etdans+yd. Les réactions des appuis
sont également: A= oa et B=0b.

Reste & trouver l'effort agissant suivant @y. Menons a cet effet
par le pdle o une paralléle & cette ‘direction ; oc sera la valeur
de la force cherchée. La composante horizontale est constante
pour tous les efforts développés dans 1'ouvrage et représentée
par le rayon oc.

Dans l'exemple traité (Pl IX, fig. 139 et 140), les appuis se trouvent & un
écartement [ — 8™ ; les charges 1 et 2 sont :

1 = 14,2 et 2 = 14,2.

La construction graphique des efforts a donné pour les trois éléments les
valeurs saivantes :

o = A = 1470 ; o¢c = 14,2 ; 00 = B == 14,70.

Poutre parabolique.

Nous avons vu qu’d une charge donnée correspond un poly-
gone funiculaire déterminant la forme de la poutre. Il suit de 14
que la forme de toute poutre, soumise & I'action d'une charge de
répartition définie, se trouve déterminée a l'avance. Ainsi & une
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charge répartie correspondra une poutre courbe dont la forme
sera identique & celle du polygone funiculaire correspondant.

A une charge uniformément répartie sur la projection hori-
zontale de la poutre. correspondra une poutre de forme para-
bolique que nous pourrons construire avec une tension horizon-
tale quelconque, et quel que soit le niveau des appuis. La poutre
parabolique indiquée (Pl. IX, fig. 142) a ses appuis au méme ni-
veau ; les réactions de ces appuis auront donc méme valeur. Le
podle o du polygone des forces (Pl. IX, fig. 141) se trouvera par
conséquent 4 égale distance des extrémités de la ligne ab repré-
‘sentant la charge totale. La forme parabolique de la poutre sera
plus ou moins aplatie, suivant que la distance polaire od aura été
prise plus ou moins grande.

La parabole est déterminée, comme nous le savons, par les
tangentes «f et yp. Quant & la charge uniformément répartie
p par métre courart de projection horizontale, nous la représen-
terons par la surface ombrée ¢r; et nous aurons p/=ab. La force
agissant dans une section quelconque m se trouvera dans le
polygone des forces, soit en menant par o une paralléle a la tan-
gente xzz, soit en portant sur la verticale ab une longueur ac
égale a la charge correspondante gm. Le rayon oc 1°éprésentera
en grandeur et en direction la force agissant dans cette section
m. Les appuis se trouvant au méme niveau, leurs réactions se-
ront égales et auront pour valeur A=oa=B=0b.

Sila charge uniformément répartie par métre courant de pro-
jection horizontale ne se transmet & la poutre qu’en certains
points, comme dans la poutre représentée (Pl. X, fig. 144) aux
points @,y,d,m, le polygone funiculaire « fydnv enveloppant la
parabole déterminera la forme & donner & la poutre. Ce polygone
sera tangent & la parabole aux points «,m,n,s.v c’est-a-dire aux
points de la parabole correspondant aux divisions de la sur-
charge. Quant a la hauteur de la poutre, elle sera égale a la fl&-
che de la parabole.

La force agissant dans I'élément By, par exemple, se détermi-
hera dans le polygone des forces par la grandeur du rayon oc
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mené parallélement a By (Pl X, fig. 143). La poutre ayant une
forme symétrique, les réactions des appuis seront par suite égales
entre elles.

Nous avons pris dans les exemples traités (Pl. IX, fig. 141 et 142 et PL X
fig. 143 et 144) les appuis & un écartement { = 10™, etla charge égale & 0,3'6
par métre courant de projection horizontale. La charge tolale est : ab = pl
= 04,36 . 10 — 3',6. Les réactions sont dansles deux cas considérés : A = oq
= B = 0b = 2t,16. La force agissant en m a pour valeur: oc = 1',50 ; celle
agissant en n est horizontale ¢t a la méme intensité que la tension horizonta-
le, c’est-a-dire od = 14,2 == H. '

Quant aux efforts «B, By etyd (fig. 143), ils ontles mémes valeurs oa = 2,16,
oc = 14,50, od = 1%,2.

‘Poutres en forme de parabole du troisieme degre.

La forme correspondant & la surcharge représentée par la
surface ombrée gstuv (Pl. X, fig. 146) peut se déterminer ainsi
qu'il suit. Partageons la surface gou par exemple en quatre
divisions égales. A chaque surface élémentaire correspond
une charge que nous pourrons considérer comme agissant en
son centre de gravité. Nous obtiendrons ainsi la valeur
des forces 1,2,3,4, et nous pourrons au moyen du polygone
des forces oai construire le polygone funiculaire «fydwo corres-
pondant & la moitié de la poutre. Pour obtenir les appuis de la
poutre considérée au méme niveau, nous prendrons le pole o a
égale distance des points ¢ et i. Nous déterminerons par une
simple projection le polygone funiculaire correspondant & la se-
conde moitié. Ce polygone funiculaire enveloppe la courbe dé-
terminant la forme de la poutre. Projetant alors les pomnts de
division sur ce polygone, nous trouverons en «,s,#,u,» autant de
points de tengence ; ces points joints entre eux par une courbe
continue déterminent la courbe cherchée qui, pour plus de clarté,
n’a été tracée que sur la droite de 1’épure. |

Pour trouver la loi de la courbe ainsi déterminée, considérons
la surface astuvima. Cette surface n’est autre que la surface des
moments correspondant & la surcharge et aux composantes ver-
ticales des réactions, qui sont égales entre elles et de plus gales
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3 la moitié de la charge totale. Le moment des forces verticales
correspondant & une section menée par le milieu de la poutre

aura pour expression :
M=mv.H=/[.H.

Nous pourrons encore exprimer ce moment d'une autre ma-
niére, savoir au moyen de la composante verticale de la réac-
tion, et de la résultante des forces extérieures représentée par
la surface vgu. Si nous représentons la ligne gv par n et la ligne
qu par I, la composante verticale de la réaction aura pour va-
leur :

vy =24

2
et son moment pris pa« rapport & la section vm :

n.l n. 2
V.Z_T.IZT

Quant 2 la résultante des forces représentée par la surface
quov, elle est égale a %l et agit au centre de gravité du triangle

quo, c'est-a-dire & une distance %l de la section considérée. Le
moment de cette résultante sera donc:

— —— — TN e

La somme des moments cherchés sera par suite :

| X5 & al
M:f.H_—:L—’—z-—=-—— (1)

2 3 6
d’ott 1a grandeur de la tension horizontale :
n .2

Pour une autre section sq¢ menée 4 une distance z du milieu
de ‘la poutre, le moment des forces extérieures sera donné par
la formule :

M=y .H

Exprimons encore ce moment au moyen de la composante
verticale de la réaction et de la résultante des forces verticales.
La composante verticale de la réaction aura pour valeur V et

son bras de levier sera /—,d’ou son moment :
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n.l n.2 n.l.x

Quant au moment de la résultante correspondant a la charge
I— o, nous Vobtiendrons le plus facilement en le considérant
comme la différence des moments correspondant & la demi-
charge et 4 la charge «, ces moments étant pris par rapport 4 la

section sg sous la demi—charge La distance de la résultante
nl .

& la section sqg est égale a l—aa d’oli son moment:

n. l 2
—'T(El““)

La résultante correspondant & la charge «, est .donnée

. . 2 . 23.2
par la surface du triangle zzu, et par suite égale a —5

n.T.T nx .
Ou encore a ——- puisque nous avons zz=--. Son bras de levier

; 1
étant 3%, son moment sera :

I 2 3

n.xs
{

La somme des moments des forces {extérieures & la section
sq aura donc pour expression:

_n. L. L2 3
hf:g.H:nQ u—@~yl—61_x)_ﬁi

—

[« ¥

2 \3 6 [
_ni  nz?
— 6 6l

D’ou la tension horizontale :

1 m. 2 n.xs
H“g?(s —6,1) )
Egalons les deux équations (2) et (3), et tirons la valeur de y';
nous aurons :

. &3
y=f—I%

valeur représentant I'ordonnée de la courbe rapportée au pomt
mt, cette méme valeur rapportée au point » sera:



112 POUTRE PARABOLIQUE

Cette équation est celle d’une parabole du troisiéme degré,
nous pourrons donc conclure que la courbe ainsi déterminée est
une parabole du troisiéme degré.

La valeur de ftirée de la formule (1) sera:

1
= ..._.._.__6 "-r ‘ (&)
H .
Si nous supposons la surcharge gstuv répartie uniformément
sur la projection horizontale de la poutre, la hauteur du rectan-

gle représentant cette charge sera q—’;—) ou g; et la fldche f de la

parabole correspondant a cette surcharge :

.22
fl: .

DO e
i S

. - n pr .
Si nous posons en outre =D la fléche f* aura pour expres-

sion : ,
p. B

PO

= 0

Dol mae

» sera donc égale a la moitié de la sous-tangente 2. Rem-
S

lacant e par savaleur p dans la formule {4£), nous aurons:
P 2 ? »

2 -
6P
f:--—-—-H (5)

f est alors égal au tiers de la méme sous-tangente m n. La

_ 1 2 : .
valeur f=m v =3 MM =M pourra se construire facilement,

et nous saurons déterminer les fleches correspondant aux diffé-
rentes tensions horizontales H. Réciproquement nous trouverons
la tension horizontale H pour une valeur donnée de la fléche f.

Pour un point quelconque de la poutre le rayon mené dans le
polygone des forces parallelement 4 la tangente en ce point dé-
termine en grandeur et en direction la résultante des forces
extérieures a la section considérée. Ainsien ¢ agira la force oc
et en v la force oe=H.
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Dans P'exemple traité (Pl. X, fig. 147), la surcharge agissant
sur la poutre est représentée par la surface ombrée, et est sup-
posée concentrée aux centres de gravité des divisions 1,2,3,4.
La forme correspondante de la poutre est déjaindiquée (fig. 146),

par le polygone enveloppe, elle a pour fleche /= % . mn. Les for-

ces agissant dans chaque élément sont déterminées par les rayons

du polygone des forces paralléles aux tangentes correspondan-
tes.

Dans l'exemple indiqué (Pl. X, fig. 145, 146 et 147) les appuis se trouvent &
un écartement 2 I = 10m ; la surface ombrée a les dimensions suivantes :

qu= [=13%"; qv =n = 1™,2. La demi-charge ou bien la composante verti-
cale de la réaction sera. :

A chaque métre carré correspond en effet une charge de 1.
Quant aux forces 1, 2, 3, 4, elles ont pour valeurs :

1 = aqb== 1312 = bc = 0,9 ;
3= cd = 04,56 ; 4 = de = 04,19 ;
Prenons la hauteur de la poutre /' — 3»,333 et portons en mn la longueur

3 f = 10™. Nous déterminerons la valeur de la tension horizontale H en me-

nant dans le polygone des forces par les points a et ¢ des paralléles & nx et &
ni. Cette valeur sera H — 1t,5.

Si nous avions au contraire supposé H connu, nous aurions construit la

1
valeur de f et trouvé f = 3 M.

Nous pourrons aussi déterminer ces valeurs au moyen de la formule (5).

——

. : . n 2p. 02
Faisons dans cette équation p = — = 04,6, nous trouverons: [ =

D) 6 H
.06.5. 30
2 ————-3m333

6 1,5 9

ou bien encore :
H__223§f__2 .0,6.52 @
=% 7 6.3,33 20

Quant aux efforts correspondant aux points a,s,t,v,u,v, ils sont :

oa = 34,35 ; 0b = 2',26 ; oc = 1%,68
od = 14,51 ; oe = 14,50 = H.

= {i,5.

Nous trouverons les mémes valeurs pour les forces développées dans les
elements de la poutre figurée. (Pl. X, fig. 147).

8
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Les éléments constituant les poutres ci-dessus sont tous sou-
mis, comme nous pouvons le voir & la simple inspection des
polygones des forces, a des efforts de compression.

Supposons maintenant chaque poutre tournant autour d'un axe
horizontal situé dans son plan, et d’un angle de 180°, les nouvelles
constructions ainsi obtenues seront symétriques des premieres ;
les forces extérieures 4 chaque élément conserveront la méme
intensité mais changeront de signe. Il en sera de méme pour les
forces intérieures;les efforts de compression se changeront donc
en efforts de tension. Les premiers types d’ouvrages considérés -
sont assimilables & des poutres en arc ; les seconds, & des poutres
& chainette.

POUTRES DANS LESQUELLES UNE SECTION QUELCONQUE

NE RENCONTRE QUE DEUX BLEMENTS
TRAVAILLANT A LA TENSION OU A LA COMPRESSION.
Cas général.

TUn corps de forme quelconque, soumis & l'action de forces
agissant dans le méme plan, pourra toujours, dans une section
considérée, étre remplacé par deux éléments rectilignes. Posons-
nous de plus comme condition que chaque élément ne doit sup-
porter que des efforts de tension ou de compression, la position
de ces éléments se trouvera par suite déterminde; leurs axes
devront se confondre avec les composantes de la force exté-
rieure A la section considérée. Dans ce cas, la force extérieure
se décomposera suivant les axes des deux éléments.

Soit par exemple, un corps de forme quelconque (Pl. X, fig.
148) soumis a I’action des forces 1,2,3,4,5,6,7,8 agissant dans un
méme plan. Gonsidérons ane section ;2,5 nous pourrons dans
cetle section substituer a 1a matiére du corps les deux éléments
ab et cd dont les axes se coupent en un point =, de la direction
de la résultante Ry,, correspondant & la section azizi. Les condi-



POUTRE CORRESFONDANTE A UNE CHARGE SYMETRIQUE 115

tions de I'équilibre ne seront nullement changées. Il en sera de
méme pour toute autre section xww.

La résultante des forces 1,2,8 situées & gauche de la section
@y, est Ra, ; nous pourrons dans cette section substituer ala
matiére du corps les deux éléments (barres rigides) df et ab,
dont les axes se coupent en un point «, située sur la résultante
Rxs. II en sera de méme pour les forces 1,2,3,8 agissant &
gauche de la section xsz,. Leur résultante est Rzs. La matiere du
corps pourra dans cette section étre remplacée par les deux élé-
ments df et be, dont les axes se coupent en un point o3 de la ré-
sultante Ras.

A gauche de la section z,z, se trouve seulement la force 1 ; les
deux éléments ca et cd devront nécessalrement se couper en un
point «; situé sur la force 1, el nous pourrons considérer ce
point d’application o de la force 1 comme l'un des appuis du
corps. :

En opérant ainsi sur chaque section, nous remplacerons le
corps donné par une poutre dont les éléments ne travailleront
qu’a la traction ou a la compression.

Si les forces considérées conservent toutes la méme intensité,
ou bien encore si elles varient toutes dans un certain rapport ;
si de plus ces forces en changeant de direction et d'intensité
varient de telle facon que les résultantes correspondantes tour-
nent autour de peints fixes (dans notre cas, autour des points
ap ey o)y la poutre ainsi déterminée ne sera en aucun cas
soumise a un effort de flexion.

Dans la construction on emploie souvent des poutres de ce
genre, eif\ \slurtout dans le cas de surcharge symétrique.

¥orme de poutre correspondant a une charge symeétrigue.

Les poutres a deux éléments représentées (Pl. X, fig. 150,
152, 153, 155, 157, 158) peuvent se ramener aux poutres 2 un seul
élément auxquelles nous aurons a ajouter simplement 1’élément
o, capable de résister a la composante horizontale de la réac-
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tion. Les réactions des appuis des nouvelles poutres seront ver-
ticales et les efforts développés dans chacun de leurs éléments
seront en tous points identiques & ceux développés dans les pou-
tres & un seul élément de méme forme ; ils auront méme gran-
deur et méme direction, I’élément horizontal sera seul tendu.

La forme la plus simple des poutres rentrant dans cette caté-
gorie est indiquée (Pl. X, fig. 150). Au point v agit la force 1.
Pour déterminer la valeur des efforts agissant dans les différents
éléments, portons en ab la force 1 (Pl X, fig. 149) ; menons par
a une parallele a ay et par b une parallele a fy. Ces paralléles se
coupent en un point o. Les longueurs oa et 0b donnent la valeur
des efforts dans les éléments «y et Py, qui sont comprimés, ce
qui se voit clairement dans le polygone des forces. Quant & 1é-
1ément «f, il doit résister & la composante horizontale de la réac-
tion qui se produirait si la poutre se composait simplement des
éléments oy et yp. L'élément «f sera donc tendu et la valeur de
cette tension est donnée par la droite H=oc. La force 1 agis-
sant au milieu de 'ouverturé de la poutre, les réactions verti-
cales des appuis seront égales entre elles et auront pour valeur :

A= ac=B = c¢b.

Nous aurons de plus :
A+4+B=ac+cb=ab=1.
Dans i’'exemple traité (Pl. X, fig. 149 et 150), nous avons pris:
{=8metl =2,

Les éléments «y et y3 sont comprimés, I'élément «f est tendu. Les valeurs
numeériques de ces efforts sont données par les droites oa = 0b = 1%,67 et par
la droite oc = 1%,34. -

Pour distinguer dans nos constructions les éléments tendus
des éléments comprimés, nous indiquerons toujours ces derniers
par un double trait, et nous ferons toujours précéder leurs va-
leurs numériques du signe —. |

Soit la poutre représentée (Pl. X, fig. 152) ; nous voulons dé-
terminer les efforts agissant dans chacun des éléments qui la
composent. Pour cela, portons (Pl. X, fig. 151) sur une verticale
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ab la charge totale 1 --2=ac - ¢b. Menons par a une paralléle &
ay, par b une paralléle a 3¢ et par leur point d’intersection o une
paralléle 4 yd. Les longueurs ainsi déterminées oa, oc, ob don-
nent l'intensité des efforts de compression dans les éléments
oy, ¥3, 38, Quant & la tension développée dans B, elle a égale-
ment pour valeur la droite oc, c’est-a-dire qu’elle est de méme

intensité que la compression yd.

Dans 'exemple traité (Pl, X, fig. 152 et 151) la poutre a une ouverture [ =
8m ; les charges sont :

=qc =2 = bc = 1,0.

Les efforts, qui agissent dans les éléments «y, 7d, dB, «f8 sont d’aprés la fi-
gure 151 :

oa = — 14,67 ; oc = — 14,34 ; 0b = — 14,67; oc = 1,34.

Lorsque dans une poutre du type représenté (Pl. X, fig. 153),
les charges n’agissent point aux points supérieurs ¥, 3, mais aux
points inférieurs v, =, il faudra alors adopter aux points y et o des
tiges de suspension yv et 3n, capables de transmettre les charges
1 et 2 des points v etw aux points y et 3, puisque 'élément af
ne doit pas étre soumis & un moment de flexion. Les efforts, qui
agissent dans les différents éléments de la poutre, conservent
méme valeur et méme signe. Quant aux tiges vy et n3, elles ré-
sistent aux efforts de traction 1 et 2.

On désigne en général ces sortes de poutres sous le nom de
poutres a armature supérieure.

La poutre représentée (Pl. X, fig. 157) peut étre considérée
comme symétrique de la poutre (fig. 152), I'axe de symétrie étant
«f. Les éléments ay, v9, 6% forment une chaine, dont la tension
horizontale engendre dans «f un effort de compression. Pour
déterminer les efforts dans les éléments «y,vd, 38, nous porte-
rons en ab (fig. 156)les forces 1 =ac et 2=cb. Nous ménerons
par ¢ une paralléle & ay, par b une paralldle 4 Op, et nous les
prolongerons jusqu’a leur point de rencontre en o. Puis par ce

point 0, nous ménerons une paralléle & vB. Les rayons ainsi obte-
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nus oa, 0b, oc donnent en grandeur et en direction les efforts
agissant dans les éléments oy, 88,v0. Quant a l'effort de com-
pression af, il se trouve également déterminé par la grandeur
ocC.

Dans la poutre & armature inférieure désignée généralement
sous le nom de poutre armée (Pl. X, fig. 158), les charges 1 et 2
n'agissent pas aux points y et ¢, mais aux pointsvet= de 1'é1é-
ment ¢, Or comme cet élément «f ne doit pas travailler 4 la
ﬁexion; il nous faudra alors reporter Paction des forces 1 et 2
aux points v etn au moyen des poteaux vy et md. Ces poteaux
seront comprimés et les efforts développés dans les autres élé-
ments de la poutre conserveront leurs signes.

Dans I’exemple traité (Pl. X, fig. 157 et 158), nous avons pris une poutre de
10= d’ouverture sur laquelle agissent les forges 1 = a¢ = 2= b =14,00. Les
efforts développés dans les éléments «y,9d, dn, «8 sont donnés par les rayons
de la figure 156 :

0a =408 : oc = 34,95 ; 0b = 44,08 : oc = — 34,95,

Dans la poutre représentée (fig. 158}, nous avons en plus dans les poteaux
vy et xd les efforts de compression :

ac = — 14,00 ; b¢ = — 14,00.

Une poutre de construction analogue se trouve indiqué (Pl
X, fig. 155). Dans cette poutre, la force 1 est dire.(;temeri»t tra.n,s—
mise au point v, par l'intermédiaire du pofeau dy. Si nous por-
tons (fig. 154) ab =1, et si par les points ¢ et » nous menons des
paralléles ao et bo anxcotés v et By, si de plus nous menons p/af"
o une paralléle oc a af, nous obtiendrons en oa,0b,0¢,ab l@S»'@fr
forts agissant dans les éléments de la poutre ay,y8,af et yd.

La poutre figurée (Pl. X, fig. 155) a une ouverture de 10m,0 et supporte la
force 1 = ab =143, Les efforts agissant dans les éléments as, 7B, «p et 49
sont donnés en grandeur et en direction par les rayons :

04 =463 ; 0b=4%63; oc = — 44,57 ; ab = 15,
Les réactiors des appuis ont pour valeur:

A= ac=B= bc=0473,
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Poutre parabolique avec tirant.

Si, dans une poutre parabolique simple, nous annullons la
composante horizontale de la réaction des appuis au moyen d’un
tirant passant par les points d’appuis, nous aurons alors une
poutre parabolique & deux éléments, ou autrement dit, une
pautre »par abolique avec tirant. Cette poutre se trouvera en
équilibre sous laction seule des réactions verticales.Une
poutre parabolique de ce genre se trouve indiquée (Pl X,
fig. 160) et sa forme correspond & une charge uniformément ré-
partie par meétre courant de projection horizontale. Nous avons
déterminé la forme de cette poutre, comme nous I'avons fait plus
haut, au moyen du polygone des forces (fig. 159) et en supposant
connue la fleche f. Le tirant horizontal «f est soumis 4 1la tension
horizontale constante H=oc. Quant a 'effort correspondant & un
point quelconque de la courbe ayp, il se trouve déterminé dans
le polygone des forces par le rayon paralléle & 1a tangente en ce
point : ainsi au point «, agira la force oa; au point p, la force
ob: au point vy, la force oc=H.

Dans I'exemple (fig. 160), la poutre a une ouverture = 12=,00 ; une fléche
f=2%70; elle supportc par métre courant de projeetion horizontale une
charge uniformément répartie p = 04,3. La formule fH ::é pl%, nous donne

la valeur de la tension horizontale H.

t 2
H—= .i. B..’%L.ig_ _— 2‘3,00.
| 8 2,7
~ Aux points « et B agit 'effort de compression oa = — 24,69, au point 3 ;
oc = H = —2%4,00. Quant au tirant «f3, il supporte une tension oc = H = 2%

Dans la pratique, on emploié souvent des poutres paraboli-
ques a tirant non seulement dans le cas de charges uniformé-
ment réparties par métre courant de projection horizontale, mais
- encore dans le cas de charges concentrées et de méme intensité.
Une poutre de ce genre se trouve représentée (Pl X, fig. 162).
Sur cette poutre la charge uniformément répartie pl=ab se
transmet seutement aux points y,3,2,7,%,v,0; également distants
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d’une longueur a. Les forces 1,2,3,4,5,6,7 sont donc égales en-

2 e « . ) a
tre elles, et les réactions A et B se trouvent & une distance 5 des

forces voisines 1 et 7. Pour déterminer la forme la plus conve-
nable & donner A cette poutre sous I'action de la charge consi-

dérée, divisons dans le triangle des forces ab=p! (Fig. 161), la
longueur ab en autant de parties égales que nous avons pris de
points, ol se concenire la charge. Choisissons de plus une ten-
sion horizontale H = oc, telle que le pdle o soit équidistant des
points a et b et construisons le polygone funiculaire aydntivep.
Ce polygone nous donnera la forme cherchée. Cette poutre aura
pour hauteur la fléche de la parabole correspondante seulement
dans le cas ot le polygone funiculaire aura son c6té milieu hori-

zontal. La hauteur f sera égale & —7%? et pourra se calculer di-
rectement par la formule

i
= pl2
810

——
e Mm——

T
Dans notre cas la hauteur de la poutre /' se trouve étre un peu

vplu’s grande que —;— mn.

L’élément «f supporte un effort de tension H =oc. Quant aux

efforts agissant dans les autres éléments, il sont donnés en gran-

deur et en direction par les rayons du polygone des forces cor-
respondants ; ainsi dans «y agira la force oa ; dans v, la force

oe, etc. Plus la poutre sera haute, plus la tension horizontale H
sera faible.

Dans I'exemple (PI. X, fig. 161 et 162), nous avons pris I=122,0 et p = 0t,3;
les forces seront donc: 1 =2 =3 =4=15 =6 = 7 = 04,514. Nous avons

- de plus fait H=23%0, d’ou la valeur de f:

!_pl2
f 8 mn 03 14
H "2 — 7%
La hauteur de la poutre f* correspondant aux charges concen-
trées est un peu plus grande, comme nous le remarquons en la

=1{=,8.
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mesurant directement sur ’épure. Mais nous pourrons égale-
ment calculer cette valeur /' en prenant la somme des moments
extérieurs 4 la section mn. Nous avons en effet:

[foH = Mmn
d’oti:
P MED
Or le moment M, a pour valeur:
Mm.n = Al—{ (1).3a 4 (2).2a+4(3).a |
ou bien encore, puisque (1) =(2)=(3) :
Mmn = Al — (1).6.a

Remplacons les lettres par leurs valeurs :

A= =18;a= —,f- = 1m 714 ; 1 = 04,514
nous aurons :
Mmn = 1t.8 . 6m — 0%, 514 . 10m,254 — Bmi5{4,
D’ou la valeur de la fleche [

. Bmtyeg ,
['=——3r— = 17,888.
Les réactions verticales sont: A—=B=1t8;

les éléments oy et o3, supportent un effort de compression :
oa = 0b = — 34,50, et le tirant «f une tension oc = H = 3,00.

Dans la poutre (Pl. X, fig. 163) les charges 1,2,3,4,5,6,7 sont
appliquées sur le tirant af. Mais comme ce tirant ne doit pas tra-
vailler 4 la flexion, il nous faudra reporter ces efforts sur les
nouds supérieurs de la poutre au moyen de tiges de suspension.
Chacune de ces tiges supportera alors un effort déterminé égal &
la charge qui s’y concentre. Quant aux efforts développés dans la
poutre par les charges considérées, ils auront méme valeur que
ceux trouvés plus haut (ﬁg/ 162).

La poutre représentée (Pl. X, fig. 165) peut étre considérée
comme symétrique de la poutre (fig. 162). Cette poutre est for-
mée par une chaine sur laquelle agissent les poids 1,2,3,4,5,6,7,
dont I’effort de compression horizontale passe par 1'élément «f.
C’est au moyen du polygore des forces (fig. 164) et de la distance
polaire H que nous avons déterminé la forme de cette poutre.
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L’élément «f est comprimé par la force H=oc ; tous les autres
éléments sont tendus ; ainsi dans l'élément 3 agit V'effort de

tension od, etc.... Les réactions des appuis sont données par
A=ac=B=cbD.

Dans, 'exemple traité (Pl. X, fig. 164 et 163), la poutre a une portée
{ = 12m,00 ; elle supporte une charge uniformément répartie par meétre cou-
rant de projection p = 04,23, qui se concentre aux points 1,2,3,4,5,6,7. La
charge totale a ponr valeur: a b = p ! = 34,0 ef chacune des forees concen-

14+2-4+3+4-454+6+7=p.1 |

+2 +’{; TOTT=R0 s,

Nous avons pris H = 34,0 comme distanee polaire ; d’ou la grandeur de f
correspondant & la charge uniformément répartie :

1
[ = ry pl = 1=3.

trées :

Quant & la hauteur de la poutre, eile est, sous P'action des charges concen-
trées : f' = 1m,527.

Les réactions verticales ont pour valeur: A = ac = B = ¢b = 14,5.
L’élément «f se trouve comprimé sous une ferce H = o¢ = — 34,0. Dans
Pélément «y agit une tension ao = 3435 efc.

La poutre (Pl. X, fig. 166) différe de la précédente en ce que
les charges 1, 2,3, 4,5, 6, 7, agissent sur 1'élément «f et de 14 se
transmettent & la chainette par lintermédiaire de poteaux, I'61é-
ment «f ne devant pas travailler & la flexion. Les poteaux seront
alors comprimés : quant aux efforts développés dans les autres
éléments ils auront mémes valeurs et mémes signes que dans le
cas précédent.

La poutre figurée (Pl. XI, fig. 169) est constituée par la réu-
nion de deux poutres paraboliques, dont I'une agit comme are
et Vautre comme poutre a chainette. Soient p, et p, les charges
uniformément réparties par métre courant de projection horizon-
tale sur l'arc et sur la chalnette. Ces charges se transmettent & la
poutre en huit points (noeuds) également distants. Pour détermi-
ner les efforts agissant dans chaque élément, formons le poly-
gone funiculaire correspondant et, pour cela, portons (fig. 167)
en ab les forces 1,2,3,4,5,6,7,8 et (fig. 168) en a'd’ les foreces
17,2:,3,4',5°,6',7,8". Menons par les points ab et a'd’ des paral-
18les aux éléments extrémes des deux ‘poutres réunies. Les dis-
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~ tances polaires de ces deux polygones représenteront les com-
posantes hnrizontales des réactions sollicitant chaque poutre.
Quant & leurs composantes verticales, leurs sommes se trouve-
ront représentées par les longueurs ab et a'b’,

La composante horizontale de la réaction de la poutre supé-
rieure est donnée par la formule :

1
i Bi=—4p. B
d’out: |
R
N

Celle de la poutre inférieure sera :

4 E
DR

f»
Ces deux composantes seront donc égales, quand nous aurons
la relation : |

Hz:

P2 2
c¢’est-4-dire quand les intensités des charges uniformément ré-
- parties p, et p, seront dans le méme rapport, que les fléches des
deux poutres. Dans ce cas les tensions horizontales se feront
équilibre et les réactions des appuis seront par suite verticales.
Les réactions des appuis sont : pour la poutre supérieure

A4:B4.=ac_:bczp,é, pour la poutre inférieure A2:B2:p2§l

et pour les deux poutres réunies :
A=B=A 4"?&2:81 + By = (91 1 pa) P
Quant aux efforts développés dans les différents éléments, nous
les trouverons en ,grandeur et en direction dans le polygone des
- forces (fig. 167) pour la poutre supérieure et dans le polygone
(fig. 168) pour la poutre inférieure, en menant les rayons paral-
léles aux éléments correspondants. Tous les éléments de la poutre
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supérieure seront comprimés ; ceux de la poutre inférieure se-
ront tendus.

Dans I'exempie (PL. X1, fig. 169) la poutre a une portée de 12=; ses fleches
sont f; = 1,8 f, = 1m,5. Quant aux charges uniformément réparties, elles
sont par métre courant de projection horizontale, p; = 0%,3; p; = 0425.
Les fleches étant dans le méme rapport que les charges, cest-a-dire

6 . . . . : | 4
z ! ? = ——, il s’en suit la relation H; = H,; ces tensions mesurées
2 2 0

directement dans les polygones desforces 1=2=3=4=—=§=6=7—8 =04,45
et =2 =3 =4 =35 —=6"=17 =8 = 04,375, sont H; = Hy = 34,00. La
valeur de ces tensions horizontales tirées de Péquation

i
— p? 8 pal?
H, = H, = =
! 2 i I
sera également :
1 .0,3.144 1 0,25 . 144
Hy=Hy = — ~oi = = — 2227 300,

8 T 1,8 8 1,5

Les réactions des appuis sont verticales et égales 4 :
l -
A=B= > (py + p3) = 6 . 0,55 = 34,30.

De plus nous avons oa = 0b = — 345 et o' @ = o' &' = 34,5 ete.

Siles deux charges p, et p,sont de méme intensité, nous aurons
la relation :

o

| H = f
c'est-a-dire les tensions horizontales seront inversement propor-
tionnelles aux valeurs des fleches des deux poutres.

Supposons que dans la poutre représentée (Pl. XI, fig. 172)
dont les fléches fi et /> sont égales, la surcharge s’applique di-
rectement aux nceuds supérieurs, et supposons de plus que cette
surcharge se transmette par moitié sur les deux poutres par 'in-
termédiaire des poteaux verticaux. Nous aurons alors ps = ps, et
par conséquent H, = Ho.

Le polygone des forces (fig. 170) correspondra a la poutre su-
périeure, et le polygone des forces (fig. 171) 4 la poutre infé-
rieure. Tous les éléments de la premiére seront comprimés et
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tous ceux de la seeonde tendus. Les réactions des appuis seront
verticales et auront pour valeur : |

l
A=B= (pTp) g=nl=pl

Dans I'exemple traité fig. 172, nous avons pris :
I =122,00; =029 ; py = P2 =04,15; 1 = 2=.... = 8 = 04,225
et nous avons trouvé par construction :

Hi=H,=H=30;00=0b=00a =0 = 34,13
A=B=gp,.0=0415.12 = 148.

Poutre parabolique avec tirant en forme de parabole
du troisiéme degré. '

La poutre (Pl. XI, fig. 174) est identique comme forme 2 la
poutre représentée (Pl. X, fig. 147); elle porte de plus la méme
charge. Considérons cette poutre comme un arétier d’'une cou-
pole a huit c¢dtés. Ces huit arétiers buttent I'un contre I’autre 2
leur sommet et sont reliés a leurs extrémités inférieures par une
ceinture horizontale. (Voir le plan fig. 174). Cette ceinture hori-
zontale annulant I'effet de la poussée horizontale, ¢’est-a-dire rem-
plissant Poffice d’un tirant, il s'en suit que la réaction sollicitant
chaque arétier sera verticale.

La force horizontale H est donnée par la distance polaire du
polygone des forces, et peut étre remplacée par ses deux com-
posantes H' et H' agissant suivant les éléments de la ceinture
extérieure. Nous obtiendrons donc les valeurs de H' en décom-
posant la force H=oc suivant od et cd. Quant aux efforts de
compression agissant dans les différents éléments de la poutre,
nous les déterminerons dans le polygone des forces oab.

Ayant conservé dans l'exemple traité (Pl. X, fig. 173, 174 et 174 a) les
mémes dimensions et les mémes charges que dans le cas figuré P1. X, fig. 147,
a l'exception de la ceinture horizontale, il s’en suit que les forces agissant
dans les différents éléments conserveront la méme intensité. Quant A la ten-
sion de la ceinture, elle est H' = od = dc = 24,33.
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Poutres composées de deux éléments supportee '
a une seule extrémite.

Les poutres (Pl. XI, fig. 175, 177, 179 et 181) supportées & une
de leurs extrémités, sont fréquemment employées dans la cons-
truction métallique, comme supports de balcons, fermes de mar-
_quises, ete... En décomposant la charge que porte chacune d’elles
(nous avons pris ici pour toutes la méme charge, afin de rendre
les résultats plus facilement comparables) suivant deux directions
paralleles aux éléments qui la composent, nous trouverons les
forces agissant dans chaque élément. (Fig. 176, 178, 180, 182).

Considérons (fig. 175) une section quelconque zz et cherchons
les valeurs des efforts «f et ay. Pour cela, nous nous reporterons
au polygone des forces (fig. 176) et nous verrons que I'élément
supérieur of sera tendu et l'dlément inférieur «y comprimé.
Il en est de méme pour toutes les autres poutres.

Nous avons pris pour les quatre poutres :

b=1520et1=14,20

nous avens construit les polygones des forces correspondant a chacune d’elles
et nous avons trouvé pour V'élément «y un effort de compression oa et pour

Iélément «f un effort de tension 0b.
Ces efforts ont dans chaque cas considéré les valeurs suivantes :
(Fig. 175 et 176) oa = — 34,23 ; ob = 31,00
(Fig. 177 et 178) oa = — 3%,00; 0b = 34,23
(Fig. 179 et 180) oa = — 24,57 ; ob = 24,57
(Fig. 181 et 182) oa = — 3,06 ; 0b — 2t,56.

POUTRES DANS LESQUELLES UNE SECTION RENCONTRE
TROIS OU PLUSIEURS ELEMENTS NE TRAVAILLANT QU’A LA
| TENSION OU A LA COMPRESSION.
Cas général.

Considérons de nouveau un corps de forme quelconque (P1. X1,
fig. 183). Les forces 1, 2, 3 ..... 7,8 auxquellesil se trouve soumis
agissent toutes dans le méme plan et sont en équilibre. Nous pour-
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rons remplacer dans une section quelconque la matiére de ce
corps par trois éléments rectilignes (trois barres rigides) ne tra~
vaillant qu’ala flexion ou & la compression, puisque nous saurons
toujours décomposer la résultante de toutes les forces exté-
rieures & cette section suivant trois directions arbitraires. Ainsi
nous pourrons remplacer la partie prés de la section zz par les
trois éléments ab, bc et cd, en décomposantla résultante Rz cor-
respondant & cette section suivant les directions de ces trois élé-
ments. Il en sera de méme pour toute autre section du corps. Pour
que cette substitution soit possible, il faudra que dans chaque sec-
tion les axes de trois éléments se coupent sur la direction dela
force extérieure la plus rapprochée ou bien autrementdit, il faudra,
sila forme de 1a poutre est donnée, que les charges agissent aux
points de rencontre des divers éléments, c'est-a-dire aux nceuds
de la poutre. Cette considération nous a permis de construire la
poutre indiquée en lignes pointillées (fig. 183), qui remplacera la
forme primitive du corps. Une telle ‘poutre pourra également ré-
sister, quand méme les forces considérées varieraient d’intensité
et de direction, tous ses éléments ne travailleront qu’a la tension
ou & la compression (ce qui résulte de la construction’ méme

de la poutre). Les deux ¢éléments limitant la poutre s'appellent

les membrures de cette poutre et se divisent en membrure Supé-
rieure et inférieure. Quant aux éléments reliant entre elles les
membrures, nous les désignerons sous le nom général de barres
de treillis.

Les éléments constituant ce genre de poutres ne seront jamais
soumis & des efforts de flexion, comme nous I'avons déja fait re-
marquer plus haut, que lorsque les éléments seront rectilignes et
lorsque les forces extérieures se concentreront aux nceuds de
Pouvrage. |

En chaque nceud de la poutre se coupent plus de deux 6lé-
ments ; seules les extrémités font exception et ne se composent
que de deux éléments, suivant lesquels la résultante des forces
extérieures correspondantes se décomposera directement.

Soient (Pl XI, fig. 185) données en grandeur et en direction
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les forces 2,3, 4,5, 6,7, ainsi que les forces 1 et 8 qui leur font
équilibre. Nous voulons construire entre les points «,= une pou-
tre jouissant des propriétés énoncées ci-dessus. Choisissons
la membrure supérieure entre les forces 1, 2, 4, 6, 8 et la
membrure inférieure entre 5, 7, 8 ;joignons de plus entre eux
les points ou se concentrent les forces 2, 3, 4, b, 6, 7; les
derniers éléments, ainsi déterminés constitueront le treillis.
Cette poutre résistera & l'action des forces considérées ; aucun
de ses éléments ne travaillera & la flexion. Il nous reste & dé-
terminer la valeur des efforts dans chaque élément, ce que nous
pourrons faire et ce que nous ferons de plusieurs maniéres.

Construction des forces intérieures.

METHODE DE M. CULMANN

Construisons le polygone des forces oabedefg (Pl. X1, fig. 184)
et le polygone funiculaire 1uBydnvr=8 (fig. 185) correspondant
aux forces 1,2, 3, 4, 5,6, 7, & Menons a travers la poutre une -
section quelconque, qui ne coupe que trois éléments, et décom-
posons la résultante des forces extérieures a cette section sui-
vant les axes des trois éléments considérés. Ces composantes
prises en signe contraire donneront l'intensité des forces inté-
rieures cherchées.

Ainsi la résultante des forces extérieures a4 la section xx, par
exemple, est égale 4 la somme géometrique des forces 1,2, 3, 4 et
se trouve donnée en grandeur et en direction dans le polygone
des forces par la droite od=R;x. Quant a sa position, elle est dé-
terminée par le c6té §n du polygone funiculaire. Désignons par
X,Z,U les forces intérieures développées dans les trois éléments
coupés par la section considérée wxx.. Nous voulons déterminer
les forces développées dans ces éléments. Prolongeons a cet
“effet le cdté du polygone funiculaire suivant lequel agit Rx jus-
qu’en son point de rencontre m avec la composante X ; joignons
ce point 2z au point d’intersection » des deux autres composantes
Z et U et décomposons Rx suivant la direction X et suivant la
droite mn. Cette décomposition s'opérera facilement dans le
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polygone des forces, en menant par les extrémités o et d du rayon
od une paralléle & X et une & mn. Les droites dp et op représen-
tent les valeurs des composantes X et I. En changeant de suite
le signe de ces composantes, nous obtiendrons directement
les forces intérieures. Décomposons ensuite I suivantles éléments
U et Z, nous aurons en pq et en qo les valeurs de ces composantes
U et Z. Lesforces intérieures X, U, Z tiennent en équilibre la force
“extérieure Rx. Quant & la nature de ces efforts, nous 'obtiendrons
en les portant suivant leur direction a droite de la section consi-
dérée et en observant leur mode d’action surla partie gauche de
la poutre. Ainsi la force X sera un effort de compression, et les
forces U et Z des efforts de tension.

En répétant la méme construction, nous pourrons déterminer
trés rapidement tous les efforts agissant dans la poutre. Nous
choisirons toujours les sections de telle maniére qu’elles ne cou-
pent que trois éléments de la poutre ; toutefois les deux sections
voisines des appuis n’en rencontreront que deux.

Dans l'exemple traité (PL. XI, fig. 184 et 183), nous avons pris :
1 =440;2=14%; 3 =2%p; &4 =04,8; 5 = 14,2 6 = 0%6 ; 7 = 0%,6.
et nous avons {rouvé, en les construisant, les valeurs des efforts dans la
section xx
X=—341,78; Z = 04,29 ; U =10473.

METHODE DE M. RITTER

Methode des moments statiques.
PREMIER EXEMPLE

Nous savons que pour que plusieurs forces agissant dans un
méme plan soient en équilibre, il faut que la somme de leurs mo-
ments pris par rapporta un point quelconque de ce plan soit égale
a zéro. Nous pourrons alors, pour toute section d’'une poutre, éta-
blir I'équation des moments des forces agissant dans cette section,
savoir la résultante des forzes extérieures et les efforts intérieurs
développés dans les trois éléments considérds. La recherche de

ces moments se simplifiera beaucoup si nous avons soin de rap-
9
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porter les moments aux points d'intersection de deux des forces
intérieures inconnues, les moments de ces deux forces pris par
rapport & ce point seront nuls et nous n’aurons plus alors qu’a
poser I'égalité de deux moments ; savoir, celui de la force exté-
rieure supposée connue et celui de la troisiéme force intérieure.
De cette équation nous tirerons la valeur de l'effort & déterminer.

Ainsi, dans I'exemple (Pl. XI, fig. 187) la section z; 21 rencontre
les éléments X4, Uy, Z. Pour déterminer la grandeur de Xi, nous
prendrons les moments par rapport au point d’intersection n des
deux autres éléments Uy et Z. Soit Rz la résultante des forces
“extérieures, nOUS PoOUrrons poser I'équation :

Rzy.nt—X;.nr+ U, .0+Z.0=0. (1)
D’ou:

Pour déterminer Ui, nous rapporterons les moments au point
d’'intersection p des forces Xi, et Z et nous aurons :

Bx4.pq—-U4.pu+X4.0—l—Z.O:O. (2)
D’ot :
pu
Pour avoir la grandeur de Z, nous prendrons comme axe des
moments le point d’intersection m des éléments Uy et Xi, et nous
POSerons :
Rz, .mv—Z.ms=0. (3)
D’oti: )
7 o Rz, . mv .
ms
Les longueurs nt ; nr, pq ; pu ; mo ; ms sont les bras de levier
des forces considérées par rapport aux points z, p, m.
Pour déterminer la nature des forces intérieures, il nous suffira
de remarquer que le moment de la résultante Ry, est tonjours de
signe contraire & celui de I'autre foree entrant dans I'une des
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trois équations (1), (2),(3). Ainsi dans-’égquation (1) le moment de
R pris par rapport au point 2 étant positif, celui de X4 sera né-
gatif ; mais ce dernier ne peut étre négatif que si la force X, a
une direction conforme & celle indiquée par la fleche, 1'élément
considéré sera alors comprimé. Les moments de Ray par rapport
au point 7 et au point p sont positifs, les forces Z et U, seront
donc des efforts de tension. |

Nous avons gardé (fig. 187) la méme forme de poutre, les
mémes charges et le méme polygone funiculaire que dans le cas
précédent. La résultante des forces extérieures n’étant pas connue
en grandeur et en position, nous substituerons alors au moment
de cette résultante la somme des moments de ses composantes.

Dans les exemples fraités (Pl XI, fig. 184, 185, 186 et 187), nous avons adopté
les mémes charges et dimensions, et nous aurons:

Rz;=o0c =3,,07; nt = 4™,5; ms = 4™,38
pg=3",48 ; nr = 32,12 ; my=0™,42; pn = 5=,75.

Les valeurs de X, Uy, Z, sont données par les équations (1) (2) (3) et nous
aurons :

Rxy . nt 34,07 . 4m,5
— o AR — t
X=— = WD) ——4t 42,
Rx; . pgq 3,07 . 32,48
— — —_ it
U= p— = T = 1,85.
. t
7 Rx; .mo 34,07 . 0™,42 (.99,

ms - 4m 38

Nous nous servirons surtout de cette méthode lorsqu'il s’agira
-de déterminer 'augmentation ou la diminution des forces inté-
rieures qu'entrainerait dans un élément de la poutre une variation
de la surcharge. Ainsi toutes les charges qui produiront une aug-
mentation de la force extérieure Ray et par suite de son moment,
-~ augmenteront en méme temps la valeur des forces cherchées X,
Ui, Z, le facteur Rz se trouvant dans les équations (1) (2) (3) au
numérateur. Mais, comme nous pouvons aussi le remarquer, 1'in-
tensité des efforts Z,, U,, Z, dépend de plus de la longueur du
bras de levier correspondant, qui entre au dénominateur. Les
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efforts Xy, Uy, Z, seront d’autant plus grands que I'intensité de la
force extérieure Rz, sera plus grande; ils seront d’autant plus
petits que leur bras de levier sera plus grand et réciproquement.
Nous pourrons conclure des remarques ci-dessus que la forme de
la poutre aussi bien que la grandeur des forces extérieures influe-
ront sur la valeur et la nature des forces intérieures.

Dans I'exemple traité (Pl. XI, fig. 187), les points m, n, p étant
tous situés au-dessous de la résultante Rx,, son moment pris par
rapport & I'un quelconque ‘de ces trois points aura toujours le
méme signe. Mais sinous augmentons la hauteur de la poutre en
laissant aux forces considérées la méme intensité, une partie
des points m,n,p se trouveront au-dessus de Rx,, les moments
correspondants seront négatifs et par suite les forces intérieures
changeront de signe.

DEUXIEME EXEMPLE

Sur la poutre figurée (Pl. XI, fig. 189) agissent seulement des
forces verticales et de plus la partie de la membrure supérieure
comprise dans les forces 1 et 3 est paralléle & la membrure infé-
rieure. Nous voulons également appliquer & la recherche des
efforts intérieurs la méthode des moments statiques.

Considérons la section @ @, et rapportons aux points « et
les moments des efforts engendrés dans les éléments rencontrés
par cette section, nous aurons : hu ety ulvevidy [ wh” A% Saren fiad

Aa—Zt=0 T
d’ou :

‘De méme nous pourrons écrire I'équation :
' A.2a—().a—Xt=0.
D’ou nous tirerons la valeur de X :

A2a—D.a .,

X=
t

Mais nous pourrons aussi construire le polygone des forces et le
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polygone funiculaire correspondants, et par suite exprimer en
fonction de ’ordonnée Y et de la distance polaire % Péquation
des moments :

‘ Y, h—Z.1=0.

D’otu la valeur de Z:

Nous aurons de méme l'expression suivante :
YB.A—X.t=0
D’ou :
Yp h .
t

X=

- La membrure supérieure sera comprimée et la membrure infé-
rieure tendue, comme l'indique le signe du moment de la résultante
R:. De plus des équations relatées ci-dessus, nous pourrons con-
clure que, si dans une poutre les membrures supérieure et infé-
rieure sont paralléles, la valeur des efforts développés dans ces
membrures s’obtiendra en divisantle moment correspondant 4 une
~ section considérée par la hauteur de la poutre.

Il nous reste & déterminer I'effort U agissant dans le freillis.
Prenons pour cela les moments par rapport au point d'intersec-
tion des forces X et Z. Ces deux forces étant paralléles se cou-
pent & Vinfini et par suite le probléme est indéterminé. Dans ce cas
nous pourrons, en appliquant la méthode précédente, déterminer
la-résultante des forces extérieures agissant sur la section x «,
et la décomposer suivant la direction U et suivant la droite joi-
gnant le point d'intersection des forces Ry, U, au point de ren-
contre des deux autres forces X et Z, (cette dernidre sera alors
paralléle aux éléments X et Z). Nous devrons donc décomposer
Rx suivant la barre de treitlis U et une paralléle aux membrures
X et Z. Cette décomposition est tracée (fig. 191) et la valeur
cherchée se trouve donnée par la droite dg.

Pour déterminer l'effort agissant dans I'élément 7o, nous con-
sidérerons la section ; «,. Cette section ne coupant que deux:
éléments de la poutre, nous pourrons toujours rapporter les mo-
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ments & un point quelconque extérieur & an et situé sur l'autre
élément, par exemple au point £.
Nous aurons alors :
 A.2a—X; . Ba=0.
D’ou :
A.2a
pe
Nous pourrons encore exprimer le moment de A au moyen de
I'ordonnée »rr du polygone funiculaire et de la tension horizon-
tale du polygone des forces.
Nous aurons alors I’'équation suivante :

X4::

rr.h o,

Ba

La poutre ayant une forme symétrique nous n’aurons pas
besoin de déterminer les efforts intérieurs correspondant & la
seconde moitié, ceux de la premiére étant une fois connus.

XF’:

La poutre (P1. XI, fig. 189) a une ouverture { == 92,5, une hauteur {= 323123,
quant aux barres de treillis, elles sont inclinées & 45°. Les forces agissant sur
cette poutre sont: 1 =2=23=1%2. Nous avons construit le polygone des
forces avec la tension horizontale % = 4m,00 et avons de plus pris a={=
2m,3125. :

En appliquant les formules développées ci-dessus, nous avons frouvé :
A.20—(1)a  1,8.2.927,3125 — 14,2 ,2m,3123

t — 9m 3125
X=1,8.2—1,2=-- 244,

La méme valeur calculée au moyen de I'ordonnée du polygone funiculaire

et de la tension horizontale du polygone des forces est également :

. b aeseam0
— ¢ T em3iay T T
Nous avons trouvé deméme pour la force Z calculée des deux manidres :

A.a 188 . 2m,3125

X=

— — — it
N T TER 1h8.
g Yook _ AN06.4m00

- t T w3428 A

‘Quant & la valeur de U, nous la mesurerons directement (fig. 191), elle est :
U = dg = 085.
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Nous pourrons calculer Vintensité de U au moyen de la formule suivante :

U2 = ca® - cg? = 0,60 - 0,602

U= /0,36 + 0,36 = 0,85.
Nous aurions de méme :

R = U. sin. dge = U . sin. 45°.
o »
D'ou : /

Dou:

U= 06 __ _ otgs
T sim 4B T 7

La valeur de X| est enfin donnée par la formule :

A2 11,8 . 4 625
p PRI L | K i L YV
e 35,28

ou bien encore par la formule :
. h 2,08 . 42,00

= = ... 91 ,-
B 5,98 21,5%

X]..—:

Dans une poutre supportée en ses deux extrémités, le moment
des forces extérieures est toujours positif pour toutes les sections
menées entre les appuis (voir la figure des moments), le. moment
des forces intérieures sera donc toujours négatif. De plus comme
nous devons, pour déterminer les efforts dans la membrure su-
périeure, rapporter les moments & un point de la membrure infé-
rieure, il s’en suit que les éléments de la membrure supérieure
seront toujours comprimés. Réciproquement la membrure infé-
rieure sera toujours tendue. |

TROISIEME EXEMPLE,

Soit & déterminer la valeur des forces intérieures dans-la ferme
représentée (PL. XII, fig. 194). Appliquons encore a ce cas la mé-
thode des moments statiques. §upposons les charges I, II, III...
VII égales entre elles et équidistantes.

Désignons par A et B les réactions des appuis, et par 1, 2, 3....
les forces agissant dans chaque élément. Les différents bras de
levier sont indiqués (fig. 198). Pour déterminer les valeurs des
efforts 1, 2, nous ménerons la section wx. Cette section seule ne



136 POUTRES COMPOSERS

coupera que deux éléments de la ferme ; toute autre section
en rencontrera trois ou méme davantage. |

a) Considérons une section ne rencontrant que deux éléments
soit 2z cette section. Ecrivons I'équation des moments des forces
1et2 rapportés au point a : (i« ““6\‘

La valeur de la force 2 sera donnée par la formule :
3
m.A—2. 5= 0

D'ou:

Dans cette derniére expression les moments sont rapportés au
point £.

b) Considérons maintenant une section rencontrant trois &lé-
ments. Pour déterminer la force 3, nous ménerons la section 4
et nous prendrons les mo'ments”par rapport au point y. Nous
aurons :

I.m—3.n==0.

D’ov :

I.m,
n

3=

. Pour détermmer la force 4, nous meénerons la section yy et
prendrons « comme axe. |

Nous aurons dans ce cas -

T\ x y
A -] -———/-——-:O'
(m+2) Log—d3
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T
A(m-—[— _2-._) ———I.i;—
o Y

—

2

4

Nous pourrons de méme établir les équations suivantes qui
nous donneront les valeurs 5, 6, 14, 12 et 13.
Pour la force 5: um vify trgn & Y
I.m—35.2=0.
D'ou :
I.m
V4

5=

poot .

Pour la force 6 : tan ¥ liainme & T
A2m.—1.m.—6.z2=0.

D’ou :
A.2m.—1.m
6= .
. Z » ,

. bosos - . T_ge tire

Pour la force 14: tvv ai/piven o g, e A st ISR L]

i i -

4 %

Achm—T.6m— k. h=0. ; -1 {3n +Du 5w

D'ou :
' Abm.—1.6m

14— )

4
?h

)

Pour la force 12 tvw valppane s %

ARm+z)—1{ (m+2)to—(m—z)|—12.y=0.
D’ou: |
. A.(2m+x)—~‘l'§ (m—{—x)-{—x——(m—x)}
‘ Yy

Pour la force 13: v wu Vi, e \3 v g;_,wgm-g;%aisw M% §q ;,w i, ghi ;% Y [
h . " f '
T(m+2m +3m) — 44 5 —13.22=0. i

12

D’ou :
. /'
I(m+2m+3m)——14—5'—

13 =
2z
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Les sections correspondant aux équations ci-dessus sont la
section yy pour les forces 5 et 6 et 1a section ss pour lesforces 14,
12, 13. Quand aux points, auxquels les moments se trouvent rap-
portés, ils sont désignés successivement par les lettres v, 3, p,
Ty Y-

¢) La section considérée rencontre plus de trois éléments.

La section ee rencontre les éléments 8,9, 7 et 6 et nous ne
connaissons que la force agissant dans ce dernier. Les trois
autres éléments se coupant en un méme point, le probléme sera
par conséquent indéterminé. »

Mais si au lieu de la section ee, nous considérons la section
YY1, nous remarquerons que les forces agissant dans les élé-
ments rencontrés par cette dernidre section i I'exception de la
force 9 se coupent toutes en un méme point p (voir fig. 196) ;
nous pourrons donc rapporter les moments des forces III, IV,
8,9, 10 , 15, 16, & ce point p, établir I'équation des moments,
et en tirer la valeur de 9. Nous aurons :

—IM.m~+9.z=0. (1)
D’ou :
nr.m ,
Z

99—

L’équation ci-dessus nous montre que la force 9 est égale ala
force 5, ce qui nous permettra de calculer les efforts agissant
dans les élements 7 et 8 rencontrés par la section ee.

Rapportons les moments au point ¥ pour la force 7 et au point
= pour la force 8, nous pourrons poser les deux équations sui-
vantes :

I(m+42m)+9z.—7.2n=0.
Am4z)—1{ (m+z)+z}+9.2—8.y=0.
D’ou les valeurs cherchées :
o I.3m--9. z,
2n
g A@mtz)— I} (m+z)+z{+9.5
Y
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Pour déterminer la force 10, nous considérerons la section rr,
nous prendrons les moments par rapport au point Y et nous
aurons :

k
I(m-4-2m)+49.2-4 14 3 —10.22=0.

I(m+2m)—|—9z—|—ié—§-—

10 = o

Nous déterminerons la force 11 au moyen de la section vv et
du point ¢ (voir fig. 197). L’équation des moments correspondants
sera : |

—Il.m--11.n=0. - (2)

D’ott -

Im.m .
n

11 =

La force 11 est donc égale a la force 3.

Quant a la nature de ces forces, elle est donnée directement
parles équations considérées. Ainsi dans I’équation (2),le moment
connu de la force extérieure IIT étant négatif, celui de la force ex-
térieure cherchée 11 doit ire nécessairement positif. Nous repor-
tant alors & la fig. 197, nous verrons que la force agissant dans
1'élément 11 sera un effort de compression. -

Nous trouverons de méme que le moment de la force 9 donné
par 1’équation (1) est positif'; la barre 9 (voir fig. 196) sera donc
tendue.

Quant aux fleches indiquant la nature des efforts intérieurs,
elles devront toujours étre portées en dehors de la section
considérée et du coté opposé aux forces extérieures, par exem-
ple & droite des sections xw, rr, ss et ee et en dessous des sec-
tions v et Yy-

Si donc nous déterminons la nature des efforts dans les diffé-
rents éléments de la ferme (fig. 194), nous verrons que ceux dela
membrure supérieure 1,4, 8,42, 15, 18, 22, 26 seront comprimés
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ainsi que les barres de treillis 3, 7, 11, 17, 21, 25 ; par contre, tous
les autres éléments seront tendus. -
 Nous avons représenté sur I’épure les barres comprimées par
un double trait et les barres tendues par un trait simple.

METHODE DE M. CREMONA

Lorsqu'une poutre ne sera soumise qu'a l'action de forces
constantes (ce qui arrive le plus souvent), nous emploierons de -
préférence la méthode suivante qui est de beaucoup plus simple
et nous permettra de déterminer plus rapidement les valeurs
cherchées.

Considérons la ferme représentée (Pl. XII, fig. 192) elle est
de forme symétrique et se trouve soumise a l'action des charges
I, II, III. Les réactions correspondantes des appuis ont pour

valeur A:B:il_;i—m,‘

Désignons par 1, 2, 3.....11 les éléments qui composent cette
ferme et donnons aux forces intérieures la méme dénomination.

La méthode que nous emploierons sera la suivante : nous
considérerons l'un aprés l'autre, en commencant par exemple
par I'appui gauche, tous les nceuds de la poutre, nous détermi-
nerons la résultante des forces connues agissant en chaque nceud
et nous décomposerons ensuite cette résultante suivantles forces
inconnues qui se coupent en ce méme point. Les composantes
prises en signe contraire nous donneront la valeur des forces
intérieures cherchées ; la direction de ces derniéres déterminera
la nature des efforts développés dans les éléments de la poutre.

A Tappuigauche agit seulement la force extérieure A qui n’est
autre que la réaction méme de cet appui. A sera donc & décom-
poser suivant les directions 1 et 2. Pour ‘cela, portons sur une
verticale quelconque (Pl. XII, fig. 193) en ab la grandeur de la
réaction A ; menons par a une paralléle & 1 et par b une paralldle
& 2. Ces deux paralleles se coupent en un point ¢ et les deux
droites ac et bc représentent la valeur des forces 1 et 2. La
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nature de ces efforts se déterminera dans le polygone des forces,
en observant le sens des fléches. Ainsil'élément 1 sera comprimé
et la barre 2 sera tendue.

Considérons maintenant le neeud suivant. Au point I agissent
quatre forces I, 1, 3, 4, dont les deux premieres seules sont con-
nues (nous avons de préférence choisi en second lieu le point I
et non le noeud inférieur, car en ce dernier agissent les
quatres forces 4, 3, 5, 6, dont I'une d’elles, la force 2, est seule
déterminée). Si donc nous composons les forces I=ad et 1=ac
et si nous décomposons leur résultante ¢d suivant les directions
3 et'4, les composantes ainsi déterminées de et ce seront les
valeurs cherchées. Portant alors en sens inverse les directions
trouvées pour 3 et 4 a droite de la section xur{, nous verrons que
les barres 3 et% seront comprimées.

Passons au neceud inférieur. Des forces 2, 3, 5, 6, agissant en
‘¢ce point, deux sont connues ; savoir :

2—10bc et 3=cé.

Nous pourrons déterminer leur résultante be qui, décomposée
& son tour suivant les barres b et 6, nous donnera les efforts cher-
chés ef et fb. Les bares B et 6 seront tendues; ce qui se voit du
reste a la simple inspection du polygone des forces.

La poutre étant de forme symétrique, il en sera de méme des
efforts; toutefois nous déterminerons encore ceux correspon-
dant & la seconde moitié de la ferme, cette nouvelle construction
servant a controler la premiere. Considérons le neeud suivant II.
Les forces agissant en ce point sontd5=c¢f, é=de et I=di;
leur résultante fi décomposée suivant fg —8 et ig=—"7 donne les
valeurs cherchées.

- Nous déterminerons de la méme maniére la résultante gk des
forces connues 7=1ig et Ill=1k agissant au point III. Les com-
posantes A% et g détermineront 'intensité des forces 10 et 9. En
répétant encore 1améme construction, nous trouverons en ba =11
la résultante des forces 6==08f; 8=fg; 9=gh, qui, composée
avec la force 10=hk, devra donner comme résultanie une force
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B=—>0k, de signe contraire a la réaction B de I’appui droit de la
ferme. | |

Dans la composition et la décomposition des forces, il nous
faudra toujours observer le signe de chacune d’elles et de plus
avoir soin d’'opérer la décomposition de telle maniére que les
composantes qui nous serviront 4 déterminer les efforts suivants
tombent & la suite I'une de I'autre.

Un exemple fera mieux comprendre la remarque ci-dessus.

Dans la décomposition de. A, suivant les éléments 1 et 2, nous -
aurions pu également mener par b une paralléle 4 1 et par & une
paralléle 4 2; nous aurions trouvé pour ces composantes les
mémes valeurs que précédemment ; mais alors la construction de
la résultante de 1 et de I ne s’opérerait pas avec autant de faci-
lité. C’est pour parer a cet inconvénient que nous avons suivi la
marche indiquée sur 'épure (P1. XII, fig. 193). Dans chaque cas
particulier, la marche & suivre dans la décomposition se trouve
entiérement définie par la forme méme de la poutre.

La nature des forces intérieures une fois déterminée pour cha-
que element nous avons représenté les barres, travaillant & la
tension par un trait simple, et celles & la compression par un
trait double. Cette distinction se trouve faite aussi bien sur la
poutre (fig. 192) que sur le polygone des forces correspondant
(fig. 193). Une telle représentation donne une idée trés claire de
la nature des efforts intérieurs.

Comme nous pouvons le voir dans le polygone des forces
(fig. 193), l'intensité des forces intérieures dépend de la gran-
deur des réactions. Celles-1a seront d’autant plus grandes que
la réaction A sera plus grande et inversement. Or, chaque force
agissant sur la poutre a pour effet d’augmenter la valeur de la
réaction ; les forces intérieures atteindront donc leur maximum
d’intensité dans chaque élément lorsque la poutre sera totalement
chargée.
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Observations générales relatives aux poutres a trois
ou plusieurs éléments (poutres composées).

Nous pourrons conclure des considérations qui précedent que,
non seulement la répartition des charges, mais encore la forme
méme de la poutre influe sur la valeur de Peffort intérieur
développé dans chaque élément de la construction. En général,
la forme d’un ouvrage dépend de sa destination; ainsi une ferme
embrasse ordinairement la forme de la toiture qu’elle doit sup-
porter, etc... Il nous faudra donc, dans chaque cas particulier,
tout en nous conformant aux conditions exigées par la nature de
la construction, rechercher la forme la plus économique, c’est-a-
dire répartir la matiére dans chaque élément de la maniére la
plus favorable.

Nous avons représenté fig. 192, 194, 199,201, 203, 205, 207,209,
211, 220, 242 et 258, plusieurs formes de fermes et nous avons
déterminé les efforts intérieurs développés dans chacun des é1é-
ments qui les composent Dans le courant de cet ouvrage, nous
aurons encore 1’occasion de revenir sur le tracé de ces epmuves

Les poutres indiquées fig. 213, 217, 218, 227, 231, 233, et 239
ont leurs membrures paralléles et sont généralement connues sous
le nom de poutres & treillis.

Les figures 262, 264 et 266 donnent le cas de poutres com-
posées reposant en un seul point d’appui, tandis que les figures
251 et 254 représentent des poutres reposant sur un ou deux
points d’appui avec une partie en porte a faux.

Les poutres fig. 244 et 248 ont été construites dans ’hypothése
d'un effort constant, soit dans la-membrure inférieure, soit dans
la membrure supérieure ; ces_poutres composées sont désignées
sous lenom de poutres paraboliques.

Quant aux poutres de deux ou trois élémentsk nous les dési-
gnerons sous le nom de poutres composées ou de poutres 4 pan-
neaux, pour les distinguer des poufres simples (homogénes) ou
& élément unique. Les poutres courbes (arcs ou chalnettes) peu-
vent étre aussi construites comme poutres i panneaux.
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Nous pourrons, en appliquant I'une quelconque des qonstrlic—
tions données ci-dessus, déterminer les efforts intérieurs déve-
loppés dans chacune de ces poutres sous l'action de forces quel-
conques. Mais, comme cette recherche se simplifie beaucoup pour
certaines formes, nous croyons nécessaire de les traiter ici avec
plus de détails.

Poutres en treillis et & membrures paralléles

Dans la poutre représentée Pl. XIV, fig. 213, les deux mem-
brures sont paralléles et reliées entre elles par un treillis dont
les barres sont disposées symétriquement et forment toutes
le méme angle avec l'horizontale. Les poutres (Pl XIV,
fig. 217 et 218) ont aussi leurs membrures paralléles; quant aux
barres de treillis, elles sont alternativement verticales et inclinées
sur I'horizontale. On désigne généralement ces derniéres sous le
nom de poutres en treillis avec montants et contrefiches.

Dans I'exemple traité (fig. 213), les barres de treillis forment
avec l'horizontale un angle de 45°. Les charges I, II, III, IV, V,
qui agissent sur cette poutre. dont la hauteur a été prise égale au
dixiéme de la portée, sont toutes égales entre elles et viennent
se concentrer aux noeuds supérieurs. | ‘

Pour déterminer les forces intérieures dans chaque élément de
cette construction, nous aurons a former le polygone des forces
I, II, 111, IV, V, (fig. 214), le polygone funiculaire correspondant
(fig. 215) et la figure des efforts tranchants (fig. 216). Comme
distance polaire du polygone des forces, nous prendrons une lon-
gueur double de la hauteur de la poutre, savoir z = 2m, en
désignant par m la hauteur de la poutre. Menons une section
quelconque xx et déterminons la valeur des efforts développés
dans les éléments rencontrés par cette section.

Pour déterminer la force 4, nous devrons écrire 1'équation
des moments en les rapportant au point de rencontre o des

deux autres forces b et 6.
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Le moment de la force extérieure & la section wx est, comme
nous le savons :

M=Y,.hA '
L’équation des moments correspondants sera la suivante :
Y, .h—4.m=0.
D’otu la valeur de la force cherchée :
Yo -h
-

4 —

Nous obtiendrons donc 'effort dans la membrure en divisant le
moment de la force extérieure pris par rapport au point « par la
hauteur de la poutre.

La distance polaire & est-elle égale a la hauteur de la poutre m,
Pordonnée Y, du polygone funiculaire représentera directement
la force 4. Dans cet exemple, nous avons fait :

h=2m.
La force 4 sera par suite égale au double de 'ordonnée Yy, :

=2.Y,

Pour trouver la force 6, nous rapporterons les moments au
point d'intersection 8 des deux forces 4 et 5, et nous gurons :

| 6=2. Yﬁ.

Il en sera de méme pour toutes les autres sections de la pou-
tre. Les ordonnées correspondantes de la surface des moments
prises en double donneront la valeur des efforts correspondants
dans la membrure. Dans la fig. 215, les indices des différentes
ordonnées concordent avec ceux des efforts développés dans les
membrures. | |

Pour déterminer les forces agissant dans la barre de treillis,
nous aurons,comme nous I'avons déja vu (Pl .XI, fig. 191), & dé-
composer la force extérieure & la section considérée suivant
une horizontale et une paralléle 4 la barre de treillis. Chaque or-
donnée de la ligne des efforts tranchants représentant en gran-
deur et en direction la force extérieure & la section considérée, il
s’ensuit que nous pourrons de suite opérer cette décomposition
(fig. 216).
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Comme la force extérieure n'estpas seulement représentée par
I'ordonnée correspondant & la section «o, mais encore par une
ordonnée quelconque du panneau considéré gp, nous pourrons
donc opérer notre décomposition sur ’'une d'entre elles. Nous
choisirons & cet effet 'ordonnée médiane vd. La droite yr sera la
force cherchée 5, elle aura la méme direction que l'effort tran-
chant (ici, de bas en haut). En appliquant la construction ci-
dessus, nous obtiendrons, en donnant & cet effort une direction
inverse, la nature de la force intérieure dansla barre considérée.
La barre b sera comprimée.

Nous trouverons de méme pour la section 2, en ¢p la force 7;
et la barre 7 sera soumise a un effort de tension.

Nous trouverons pour la section z, x, que la barre de treillis
s'élevant de gauche & droite est tendue.

Nous remarquerons (fig. 213), que la barre b s’éléve de gau-
che 4 droite, tandis que la barre 7 s’éléve de droite a gauche.

La nature des forces intérieures dans le treillis ne dépend
donc pas seulement de la direction de la force extérieure, mais
encore du sens de l'inclinaison des barres.

Dans la partie gauche de la poutre, I’effort tranchant agit du bas
vers le haut; les barres de treillis s’élevant de gauche & droite
seront par conséquent comprimées, et les autres tendues. Mais,
comme nous I'avons vu, Ueffort tranchant dans une poutre, en
passant par zéro, change sussi de signe. La nature des efforts
dans les barres situées a droite du point du passage changera
donc aussi, et les barres s’élevant de gauche & droite se trouve-
ront alors tendues, celles s’élevant de droite a gauche compri-
mées.

Ainsi qu’on peut le voir, nous saurons déterminer, au moyen
de la figure des efforts tranchants, 'intensité et la nature des
efforts intérieurs développés dans les barres de treillis.

Nous avons ainsi trouvé les valeurs des forces 1,5, 9, 11, 15,19,
3,7, 18,17des lignes représentant ces forces parles mémes numé-
ros. Les barres comprimées 1, 5, 9, 11, 15, 19, sont représentées
par un double trait, les barres tendues 3, 7, 13, 17, par un simple.

/
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Quant aux efforts développés dans les membrures, noiis savons
que, dans ine poutre supportée en Ses deux points extrémes, l1a
membrure supérieure est comprimée et la membrure inférieure
tendue. C’est pourquol nous avons également représenté par un
double trait la membrure supérieure, tandis que la membrure
inférieure se trouve indiquée par un simple trait.

Les poutres représentées (Pl. XIV, fig. 217 et 218) ont la méme
portée, la méme hauteur que celle indiquée (fig. 213) et se trou-
vent de plus soumises a I'action des mémes charges. Mais comme
chacune de ces poutres est divisée en un nombre double de pan-
neausx, il s’en suit que les nceuds seront chargés de deux en deux.
Pour déterminer les efforts intérieurs dans chaque élément, nous
négligerons encore ici, comme nous Pavons fait dans le cas pré-
cédent, Ia charge propre qui, comme nous le savons, est sans
influence sur la maniére de procéder.

Les charges étant les mémes, nous pourrons, pour déterminéer
les efforts intérieurs, nous servir de la figure des moments et de
la figure des efforts tranchants déja construites (fig. 215 et 216),
puisque ces figures sont, pour une méme répartition des forces
et pour des poutres de méme portée indépendantes de la forme
de la construction.

Occupons-nous tout d’abord de la poutre (fig. 217). Menons
une section wa. Nous devrons, pour déterminer la force 10, rap-
porter les moments au point « et pour la force 8 au point & et nous

aurons :
Yo .h—10.m=0.

Mais :
. h=2m
d’ou :
10 =2 Y.
Nous trouverons de méme :
8§=2 Yﬁ.

Les efforts dans les membrures ainsi déterminés se trouvént
seulement indiqués sur la partie gauche de la contba des mo-
~ments et en haut ; les indices se correspondent. La poufre &tant
symétrique, il en sera de méme pour les efforts & droite et &
gauche de I'axe de symétrie.
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'Si maintenant, nous menons (fig, 218) une section xz a la
méme distance des appuis, nous devrons pour la force 10 rap-
porter les moments au point 8, et pour la force 8 aupoint «, et
NOUuS aurons :

10=2Yg
8=2Y,.

Pour distinguer les forces agissant dans les membrures de
celles trouvées précédemmen"c, nous les avons numérotées sur
la droite de la courbe des moments également avec des indices
correspondants.

Quant aux efforts développés dans les barres de treillis, ils se
déterminent comme nous 'avons vu ci-dessus. Ainsi la ligne 3
(fig. 217) donnera la grandeur de la force extérieure ala section
xx, et O représentera 'effort dans la barre 9, qui sera tendue,
comme on le voit, & la simple inspection de la ligne des efforts
tranchants.

Si par contre nous cherchons la force développée dans la
barre 9 (figure 218), nous verrons que yd représentera égale-
ment I'effort tranchant et yr 'effort 9. La barre 9 sera comprimée.

Il résulte de ce qui précéde que la nature des efforts dans les
barres du treillis varie avec leur mode d’inclinaison sur I'’hori-
zontale. |

Si donc nous déterminons les efforts agissants dans le treillis
de ces deux poutres, nous verrons que dans 'une (fig. 217) toutes
les contrefiches, sans exception, seront tendues, et qu'elles seront
comprimées dans lautre (fig. 218), puisque leur inclinaison
change en méme temps que 'effort tranchant de positif devient
négatif.

Il nous reste & déterminer les forces intérieures développées
dans les montants. Cherchons par exemple la force 7 (fig. 217), et
pour cela menons la section «, «,. La force extérieure correspon-
dante 3 représentera la force cherchée, puisque cette force ex-
térieure décomposée suivant une verticale et une horizontale
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donne comme composante horizontale une force d’intensité zéro.
Nous aurons yd==7, et nous trouverons, en appliquantia méthode
connue, que le montant 7 sera comprimé. Il en sera de méme pour
tous les autres montants.

Si maintenant nous nous reportons a la figure 218, nous pour-

rons déterminer d'une maniére analogue les efforts dans les mon-
tants. Dans ce cas, il seront tous tendus.
" En comparant les résultats trouvés dans chaque cas pour la
section @, 2,, nous observerons que les forces extérieures, et par
suite les forces intérieures, sont égales, mais de signes con-
traires. Il n’en sera pas de méme pour tout autre section rencon-
trant un montant qui coincide avec I'une des charges agissant sur
la poutre. \

Considérons en effet la section a,x,. La force extérieure cor-
respondante et par suite la force 3 (fig. 217) sera égale & la réac-
tion de Iappui A, tandis que pour la poutre (fig. 218) cette méme
force sera yd = A — 1. Cela tient & ce que dans cette derniére la
force I se trouve a gauche de la section considérée.

Nous conclurons done, des remarques qui précédent, que les
efforts dans le treillis varieront avec le mode de concentration
des charges, ¢’est-d-dire suivant que celles-ci agiront, soit sur la
membrure inférieure, soit sur la membrure supérieure, soit sur
toutes les deux en méme temps.

Les résultats de la construction se trouvent également indiqués
(fig. 216). Lesindices a gauche correspondent 4 la poutre (fig.
217); ceux a droite & la poutre (fig. 218). Les numéros des
montants sont en caractéres verticaux, ceux des contrefiches
en caractéres inclinés.-

La principale différence entre ces deux genres de construction
consiste donc dans la nature des efforts développés dans les
barres de treillis. Dans la poutre (fig. 217), les montants se trou-
vent comprimés et les contrefiches tendues, tandis que dans la
poutre (fig. 218) les montants sont au contraire tendus et les con-
trefiches comprimées. |

Ces deux poutres peuvent étre considérées comme une modifi-
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cation de la poutre représentée (fig. 213). En effet, si, dans cette
derniére, nous faisons varierl'inclinaison des barres comprimées
jusqu'a ce qu'elles deviennent verticales, nous obtiendrons la
forme indiquée (fig. 21%).%

La méthode ci-dessus, afppliquée a la détermination des efforts
dans les barres de treillis, conduit rapidement au but et donne en
méme temps une idée trés claire de la nature des forces agissant
dans chaque élément de la construction. | |

Les barres ab et ac ne sont pas, & proprement parler, indispen-
sables & la construction et sont plutdt & considérer comme pieces
complétant I’ensemble. Ainsi, dans les poutres (fig. 213 et 218),
elles ne servent qu'a transmettre directement &l’appuiles charges
appliquées au point &. Dans la poutre (fig. 217), la barre a¢b doit
de plustransmettre la réaction A & I'appui.

Comme moyen de vérification, nous avons tracé (fig. 219, PL
X1V) les efforts développés dans la poutre (fig. 217) en employant
la méthode de Cremona. '

La poutre considérée se trouve-t-elle goumise & l'action de sur-
charges mobiles, les barres de treillis des panneaux du milieu
seront, comme le montre clairement la surface des efforts tran-
chants maxima (Pl. VIII, fig.112), alternativement tendues et com-
primées suivant le sens de 'effort tranchant, Aussi faudra-t-il
donner & ces barres une section capable de résister aussi bien a
la compression qu’a la tension. |

Si, dans la poutre représentée (fig. 217, P1. XIV), les diagonales
du treillis ne doivent travailler qu’'a la traction, il faudra alors,
dans toute la partie ou les efforts tranchants pourront changer de
signe, ajouter des barres de treillis inclinées en sens inverse,
comme l'indique le tracé en pointillés.

Ainsi, supposons qu’a une position donnée de la surcharge rou-
lante, corresponde dans l'espace » » un effort tranchant dirigé
de haut en bas, la barre » ¢ se trouvera par suite comprimée. Mais
comme cette barre ne peut travailler qu'a la traction, sa résistance
sera nulle, et la barre symétrique ¢ v remplacera cette derniére,
- et I'équilibre se trouvera établi,
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Cette diagonale 7 v est connue sous le nom de contrefiche.
Souvent on construit des poutres comme celles représentées
(fig. 217 et 218), en laissant les contrefiches régner sur toute
leur portée.

Poutre parabolique.

Poutre parabolique dont la membrure supérieure se tmuve
soumise a un effort constant.

La poutre péraboliqué (P1. XVI, fig. 244) a été construite de
telle n'i_aniére,'q,ue les dléments constituant la membrure supé-
rieure se trouvent tous soumis 4 des efforts d’égale intensité.

Pour déterminer la forme & donner & la membrure supérieure,
nous emploierons le prOcédé suivant :

Les charges agissant sur cette poutre sont équidistantes et
égales entre elles, savoir I=II=II=IV=V=VI==VII=VIIL

Construisons (fig. 245 et 246) le polygone des forces et le poly-
gone funiculaire correspondant. Prenons la hauteur de 1a cons-

. , .. . y . qe 1
truction egale au sixieme de la portée, c'est-a-dire m==;l; et pre-

nons de plus la tension horizontale du polygone des forces égale
au double de la hauteur de la poutre, 2=2m.
Pour trouver la valeur de l'effort développé dans la barre 4,
- menons la section ax et établissons I’équation des moments par
rapport au point «. Nous aurons :
Yo.h—4&.my=0,

D’ou la valeur cherchée :
Y. h

“

b —= —
Mms

Menons la section L., et rapportons les moments au point §.
Nous pourrons poser:
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D’ou il suit, & étant égal 4 2m :
14=2Y,.
‘ D’ap‘rés notre hypothése, les efforts développés dans la mem-

brure supérieure doivent &tre d’égale intensité. De 14, la relation
suivante :

Y..h Y, R
ms = T m
ou bien encore :
Yo Y
. M3 m

Les efforts développés dans les éléments 4 et 14 de la mem-
brure supérieure ne seront égaux que si leurs distances aux axes
« et 8 sont entre elles dans le méme rapport que les ordonnées
correspondantes du polygone funiculaire.

- Cette relation une fois trouvée, il nous sera facile de déterminer
les distances des éléments 1, 4, 6,10, 14 aux axes «, B, etc. Pour
cela, portons (Pl. XVI, fig. 247) en oa I'ordonnée Y, et en @z la
distance de l’élément 14 al'axe P, c’est-a-dire la hauteur de la
poutre m choisie d’'une maniére arbitraire. Portons successive-
ment sur la ligne oz les ordonnées du polygone funiculaire
Y,, Y,, Y, correspondant aux charges considérées.

Si, par les points ainsi déterminés, nous menons des paralleles
a m=xz, nous obtiendrons les distances cherchées m,, m,, m,,
et nous pourrons construire la membrure supérieure. A cet effet,
décrivons par chacun des axes pris comme centre un arc de cercle

“de rayon m,, m,, m,, m. Menons ensuite par'appui de la barre 1

tangente au cercle de rayon m, et prolongeons-la jusqu’'a sa ren-
contre avec la force I. Par le point dintersection ainsi obtenu,
menons une. tengente au cercle décrit du point o comme centre

avec m, comme rayon; cette tengente nous donnera la position de

I’élément 4. Par le point de rencontre de 4 et II, menons entre les
forces II et IIl une tengente & 1'arc de cercle décrit avec m, comme
rayon, cette tengente ne sera autre que 1'élément 6. Nous déter-
minerons enfin comme ci-dessus 1’élément 10 en menant une ten-
gente au cercle de rayon . ‘
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L’élément 14 doit aussi étre tangent & ce dernier arc de cercle
m. Pour cela, il faut que les éléments 10 et 14 se coupent sur la
verticale IV. Cette condition ne se trouvant pas réalisée dans ce
cas,il s’en suit que la barre 13 serait inclinée sur la verticale. Mais,
pour maintenir cette derniére barre dans sa position verticale,
nous suréleverons un peu l'élément 14. La poutre se trouvera
par suite avoir dans son milieu une hauteur un peu plus grande
que celle admise tout d’abord. Cette augmentation de hauteur. sera
sans influence dans la plupart des constructions & établir ; mais si
la hauteur de la poutre était parfaitement déterminée, il faudrait
par contre diminuer un peu les rayons i, m,, m,.

La construction ci-dessus s’applique & la seconde moitié de la
poutre, les charges qu’elle supporte étant placées symétrique-
ment par rapport & 1'axe. ' |

L’effort développé dans la membrure supérieure est d’intensité
constante et a pour valeur: |

Y. Y,. Yo b Y.
] —4—6—10= 14 — — h__: 2k — s — Y h
my ms ms m

Il n'en est pas de méme pour la membrure inférieure. Pour
trouverl'effort agissant dans’élément2, nous considérerons la sec-
tion awx et établirons I'équation des moments en les rapportant au
point . Nous aurons :

| Yy h—2.6,=0
d’ou la valeur cherchée :
Y,. A
. 2 tx'

Quant a la force 16, nous Pobtiendrons en prenant les moments
par rapport au point y et nous pourrons poser :

Q=

Mais :

D’oti la valeur cherchde

Y, ./
16 = —= :
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Il est & remarquer que dans la partie de la poutre ot les deux
membrures sont paralléles, la valeur de I'effort développé dans
chacune d’elles s’obtient encore en divisant le moment fléchissant
correspondant par la hauteur de la poutre. '

Pour déterminer la force 3, nous ménerons la section @, nous
rapporterons les moments au point d'intersection 0 dgs forces 4

—*Yp.h+3.g-=,:0;
D’ou :

Nous saurons encore trouver les valeurs des forces 2, 3, 4
d'une autre maniére, c. & d. en décomposant la force extérieure
Rsx correspondant & la section wx suivant les trois directions
2, 3, &. Pour cela, déterminons tout d’abord la direction ye de la
force extérieure Ry, et sa valeur ce. Joignons ensuite Ie‘point
d’intersection p des éléments 4 et 2 au point de rencontre e de la
force extérieure Rw et de 1'élément 3 prolongé. Décomposons
ec — Ra suivant les directions ep et 3. Soient» =— ez et 3 =¢¢
ces composantes. Décomposant alors 1a force # suivant les direc-
tions 4 et 2, nous aurons en

ee=3, ev=4ef cv=2,
les efforts cherchés.

Si dans le polygone des forces nous tracons les fléches indica-
trices (comme nous I'avons déja fait plusieurs fois dans le cou-
rant de cet ouvrage), nous verrons a leur simple inspection que
I'élément 3 est tendu. -

Pour déterminer l'effort agissant dans la barre verticale b,
menons la section x,w, et établissons 'équation des moments en
les rapportant a I’axe passant par le point p c. & d. par le point
d’intersection des éléments 4 et 8. Nous aurons :

—Yp. A4 5pe=0
d’oti :
Ye.
pa
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Le moment de la force 5 par rapport au point p étant positif,
]a barre b sera comprimée, "

Nous saurons encore trouver la valeur de ]a force, 5 en em-
ployant un autre procédé. En effet nous pourrons décomposer la
force extérieure a la section x,2, en deux composantes verticales
dont 'une correspondra a la direction de la barre 5 et 'autre a la
verticale passant par le point d’intersection pdes deux éléments
4 et 8. (Nous avons déja donné (P1. IV, fig. 57, 58) un exemple de
décomposilion analogue).Joignant les points = et =, nous aurons
en wyw la surface des moments et en oec le polygone des forces
correspondant. Si par le point o nous menons le rayon of pa-
ralleéle & la droite 7=, nous trouverons en ef et en fc la grandeur
des composantes de R,. La droite ef représentera la valeur de
la force b.

En procédant de la méme maniére, nous saurons déterminer
les efforts agissant dans chacun des éléments de la poutre con-
sidérée et nous verrons que dans cette poutre les barres verti-
cales dutreillis sont toutes comprimées et les diagonales tendues.
Quant a la membrure supérieure, elle se trouve naturellement
comprimée, tandis que la membrure inférieure est tendue.

On construit ordinairement ce genre de poutres avec des con-
trefiches dans les panneaux du milieu ; souvent méme on les
laisse régner sur toute la longueur, comme l'indique le tracé en
pointillés de la partie droite.

Poutre parabolique dont la membrure inférieure se trouve
soumise a un effort constant.

La forme de la poutre parabolique représentée (P1, XVI, fig. 248)
a été déterminée de telle maniére que tous les éléments com--
posant la membrure inférieure se trouvent soumis & un effort
constant.

Prenons dans ce cas le méme mode de répartition des charges,
la méme portée et la méme hauteur de construetion que dans

exemple précédent. Le polygone des forces et le polygone funi-
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culaire déterminés ci-dessus pourront alors nous servir. Comme
- nous venons de le démontrer, les bras de levier entrant dans les
équations des moments doivent pour chaque section corres-
pondre & la hauteur correspondante de la poutre; il nous restera
donc & déterminer la position des nceuds de la membrure supé-
rieure.

Prenons encore ici la hauteur de construction égale au sixiéme

P4 1 ‘
de la portée m=;1. Pour trouver la force 6, menons la sec-
tion wax et é&tablissons I'équation des moments par rapport au
point «. Nous aurons :
Yg-h——ﬁ.aé\:‘:O.
Dot :
Y.k

«d

6 =
Pour la section z,z,, 'axe a considérer sera celui passant par

le point et nous pourrons écrire :

Y,.h—18.m=0.
D’ou :

Y,. A
18 = -,
m

Les efforts dans la membrure inférieure devant rester cons-
tants, nous aurons :

6 — 18.
ou bien encore :
Y, Y,
«d  m

c'est-a-dire que les distances des nceuds de la membrure supé-
rieure & la membrure inférieure doivent étre dans le méme rap-
port que les ordonnées correspondantes du polygone funiculaire.
-Ces distances ne sont autres que les grandeurs m,, m,, m;, m dé-
terminées précédemment (fig. 247). Si donc nous portons ces va-
leurs a partir de la membrure inférieure sur chacune des verti-
cales coincidant avec les charges I, II, etc.., la forme de la mem-
brure supérieure sera parfaitement déterminde.

La charge se trouve-t-elle étre dans ce cas uniformément ré-
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partie sur toute la projection horizontale de la poutre, les nceuds
‘supérieurs seront alors situés sur une parabole. De 1a le nom de
poutre parabolique.

Si nous déterminons la force extérieure Rw correspondant a la
section ax et si nous la décomposons suivant les directions des
éléments 4, 5, 6 nous remarquerons que les éléments 4 et 6 se
coupent sur la direction de Ru. Les forces 4, 6 et Ra seront donc
en équilibre.

La méme remarque s’applique & la section a,2,.

De ce qui préceéde, nous pourrons conclure que les barres.de
treillis, quelles qu’elles soient, verticales ou diagonales, ne sup-
porteront aucun effort, aussi longtemps que la forme de la poutre
et le mode de répartition des charges resteront invariables.
Dans ce cas, la forme de la membrure supérieure correspond &
’'un des nombreux polygones funiculaires que 'on peut construire
avec les forces I, II, III, TV, V, VI, VII, VIII.

Le pdle du polygone des forces ‘correspondant se déterminera
d’'une maniére excesssivement simple, ¢’est-a-dire en menant par
le point e (fig. 245) une parallele a I'élément 4 compris entre les
forces I et II. Le point d’intersection de cette paralléle avec la
tension horizontale sera le pole demandé. Ce point tombant &
gauche de laligne ab, nous pourrons aussi mener une paralléle
a I'élément 4 par le point symétrique » et trouver le pole o'.

Pour trouver en dehors du point p un second point de la direc-
tion 4, nous construirons 'ordonnée sb dumoment correspondant
a Ry pris par rapport au milieu de la poutre (fig. 246). Portant en
ob (fig. 247) cette grandeursd et menant la ligne 56" paralléle a @z,
nous obtiendrons alors la longueur proportionnelle relative a la
poutre(fig.248), longueur que nous porterons surla verticale milieu
a partir de la membrure inférieure. Nous aurons ainsi en & un
second point de la direction 4 et par suite.la position de 1'é1ément
trés court 4 sera parfaitement déterminée. (Cette construction
découle de la construction méme de la parabole.)

La tension horizontale co’ du polygone des forces représente
effort constant développé dans la membrure inférieure, et les
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rayons pointillés menés par le pdle o' les efforts agissant dans
chacun des éléments de 1a membrure supérieure. |

Sila répartition de la charge n’était pas symétrique par rapport
4 I'axe de la poutre, les barres de treillis serdient alors tendues
ou comprimées suivant leur position.

Admettons, par exemple, que les forces I' = II'=1III' =1V’
agissent sur la moitié gauche de la poutre et supposons de plus
I' << V. Dans ce cas, le nouveau polygone des forces sera 0sb ;
quant au polygone funiculaire, il différera du précédent seulement
sur la partie gauche et aura »¢ comme ligne finale (suivre sur
I’épure le tracé en pointillés).

Considérons par exemple la section w,u, qui rencontre les é16-
ments 8, 9, 10 et déterminons les forces intérieures développées
dans ces barres sous l'action de la nouvelle surcharge.

Pour cela, nous construirons la force extérieure R’z corres-
pondant & cette section, et 'nous la décomposerons suivant des
paralléles aux directions 8, 9, 10. Rz, passe par le point 2, c'esi-
a-dire par le point de rencontre des deux ¢otés du polygone funi-
culaire coupés par la section «, «, (fig. 246); quant A sa grandeur,
elle est déterminée en ¢’ 7 dans le polygone des forces.

Prolongeons (fig. 248) I’élément 9 jusqu'en son point d’inter-
section e avecla direction R's,, joignons e au point de rencontre
¢ des deux autres éléments 8 et 10 ; portons ensuite la torce exté-
rieure R'z, en ¢’ » et décomposons la suivant les directions 9 et
ce. Les deux composantes auront pour valeurs 9=c'n et r=r'n.
Cette derniére force », décomposée suivant les directions des
deux autres éléments 8 et 10, nous donnera les foroes cherchées,
savoir : 8=n1i et 10 = 1.

En appliquant le méme mode de décomposition & toute dutré
section wa, nous trouverons la valeur des forces intérieures dé-
veloppées dans chaque élément de la poutre, et nous remarque-
rons que, sous l'influence d'une charge dissymétrique, la mem-

brure inférieure se trouvera soumise a des efforts dmtensﬁe
variable. '
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Poutre en forme de croissant.

La poutre représentée (Pl. XVI, fig. 249) est connue sous la
dénomination de poutre en croissant et tire son nom de sa forme
méme. |

La membrure supérieure estidentique & celle de la poutre pré-
cédente (fig. 248). Quant & la membrure inférieure, elle a éga-
ment ses ordonnées proportionnelles a celles du polygone funi-
culaire. |

Prenons comme ordonnée milieu de cette membrure le quart

.
de la hauteur de la poutre, c’est-a-dire ;. Portons cette gran-

deur en v (fig. 247) et joignons le point o au point ». Les verti-
cales comprises entre ov et ox représenteront les ordonnées des
neeuds de 1a membrure inférieure.

La forme de la poutre une fois. déterminée, nous remarquerons
que les éléments des membrures correspondant & une méme sec-
tion verticale prolongée se coupent sur la direction de la force
~extérieure a cette section. Ainsi pour la section xx les éléments
4 et 6 prolongés se coupent en un point Z de la résultante R,.
Nous en conclurons que, sous une charge symétrique, les
efforts développés dans les diagonales du treillis seront nuls.

Si au contraire nous considérons une section rencontrant une
barre verticale, nous observerons que les éléments des deux
membrures prolongées ne se coupent pas sur la direction de la
force extérieure. Les efforts dans les verticales du treillis ne se-
ront done pas nuls. Menons la sections @,x, et supposons que la
charge se concentre seulement aux nceuds de la membrure su-
périeure, laforce extérieure a4 cette section sera représentée par
Ro. Les éléments 4 et 10 prolongés se coupent en un point d situé
a droite de la force extérieure. Appliquons la méthode donnée
(fig. 244) et décomposons R, en deux composantes, I'une passant
par d et Yautre parla verticale 7; cette derniére- composante re-
présentera la force cherchée. Le moment de Ra par rapport au
point d étant positif, celui de 7 sera par suite négatif et la barre
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verticale 7 sera tendue, ainsi que nous 'avons indiqué (fig. 249)
- au moyen de fléches. |
Les points & et " servent a déterminer d’'une maniére plus
exacte la direction des éléments 4 et 6. Pour trouver leur position,
nous nous sommes reportés a la figure 247 et nous avons em-
ployé une méthode analogue & celle donnée & la poutre (fig. 248).
Sous une charge dissymétrique, les diagonales du treillis se-
ront ou bien comprimées ou bien tendues, suivant leur direc-
tion et suivantle mode de concentration de la surcharge. ‘
L’épure (fig. 250) donne les efforts dans chaque élément de la
construction correspondant & une charge uniformément répartie.
Le procédé employé est celui indiqué sous le nom de Méthode
de Cremona. - |
La fléche de la membrure inférieure ayant été prise égale au
quart de la fleche de la membrure supérieure, c’est-a-dire égale &

1 . . \
7 Ges deux membrures se trouveront donc & un écartement

3 . r e g . :
7 qui sera précisément la hauteur de la construction. Au moyen

de cette hauteur, nous pourrons trouver facilemeut la valeur des
efforts dans les éléments paralleles 16 et 18. Nous aurons en
effet : |

- Y4 h Y,.2m 8
16=—18 = 3/ = /*3 =—'--—Y_,'_
3
Tm T,

Pour les mémes éléments de la poutre (fig. 248), nous avons
trouvé les valeurs suivantes :

Y'.h Y1.2 6
16 =18 = — = m."—‘QY/.:':“
-m 3

Les efforts développés dans les éléments horizontaux de ces

Y,

deux poutres sont alors dans le rapport de g. La grandeur o'c

(fig. 250) est égale 4 la distance polaire o'c (fig, 245) ; de plus, ao’
7 \ 1 ’ v

est egale a3 oc. La grandeur ao’ représentera donc l'augmen-

tation des forces horizontales 16 =18 correspondant 4 1a forme
parabolique de la membrure inférieure.
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On construit aussi les poutres en croissant avec des contrefi-
ches dans les panneaux du milieu. Souvent méme ces contrefi-
ches régnent sur toute I'étendue de la poutre.

Poutres multiples.
Poulre d treillis double symélrique.

Dans tous les systémes de poutres que nous avons examinés
jusqu’'a présent, une section- quelconque ne coupait au maximum
que trois éléments, et par suite les efforts intérieurs développés
dans chacun d’eux se trouvaient directement déterminés. Il n’en
est pas de méme pour les poutres oti une section rencontrera plus
de trois éléments. Dans chaque cas particulier, nous serons for-
cés d’avoir recours & une hypothese.

Prenons par exemple la poutre & treillis double (P1. XV, fig.
233). Cetle poutre peut étre considérée comme formée par la
~juxtaposition des deux poutres distinctes, dont les membrures
seules coincideraient. Dans le cas qui nous occupe, les barres de
treillis sont paralleles et de plus équidistantes. La disposition du
treillis double réduira donc de moitié la distance des neeuds et
permettra a la charge de se concentrer en un plus grand nombre
de points. |

Supposons la hauteur de cette poutre égale au dixieme de sa

, 1 . . . . Vd by hd
portée m:i—ol et les barres de treillis inclinées a 45° sur I'hori-

zontale ; supposons de plus que la surcharge uniformément ré-
partie se concentre également en-chacun desnceuds, comme l'in-
dique le diagramme de répartition. Considérons une section verti-
cale quelconque. Cette section coupant quatre éléments de la
poutre, nousne pourrons employer & la recherche des efforts in-
térieurs aucune des méthodes données ci-dessus.

Mais si nous admettons que, dans les deux barres de treillis
coupées par la section ax, les forces intérieures ont la méme
intensité, le probléme peut alors se résoudre et la méthode don-
née pour les poutres 4 treillis simple est applicable.

12
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Pour trouver la valeur des efforts développés dans les mem-
brures, nous pourrons encore faire une autre hypothese, consis-
tant & rapporter les moments & un axe équidistant des deuxnoeuds
adjacents & la section considérée. Le moment amnsi déterminé
n'est en effet autre que la moyenne arithmétique des moments
correspondant & ces deux neeuds.

Ces hypothéses ne sont toutefois justifiées que lorsque la ré-
partition des charges est la méme pour les deux poutres juxta-
posées.

Dans le cas que nous traitons, il n’en est pas ainsi; 1'un des
systémes (celui tracé en pointillés) n’est chargé qu’en quatre points
I, 1T, I, IV, tandis que lautre P'est en cing I, II, LI, IV, V, ce
qui conduit & déterminer les efforts intérieurs dans chacune des
deux poutres. Cette maniére de procéder est en effet de beau-
coup plus rigoureuse. Les valeurs trouvées dans chaque cas
pour les barres de freillis seront directement applicables au
systeme juxtaposé; quant aux efforts développés dans les-
éléments coincidant des membrures, ils seront a ajouter 1’un a
Pautre. "

Construisons a cet effet le polygone des forces oab (fig. 234)
relatif aux charges], II, III, IV, V. Prenons comme distance po-
laire A==2m, et tracons (fig. 23b)le polygone funiculaire corres-
pondant avec po comme ligne finale. Menons la section xx et
déterminons les efforts dévoloppés dans les membrures. Pour
trouver la valeur de la force 2, nous prendrons le point d’inter-
section ¢ des éléments 3 et4 comme axe des moments ; et, pour
la force 4, le point d’intersection f des éléments 3 et 2. Nous
pourrons alors écrire les relations suivantes :

oo Yal o

——— ——

m ‘ m
hee B i
m T m

*

Mais nous avons pris :

d’ou :
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=2.ee
=2 .1

Pour toute autre section @z, nous arriverons au méme résultat;
nous en conclurons donc que 'ordonnée du polygone funiculaire,
située en dessous de chaque nceud, prises & 'échelle des torces,
donnera, en la multipliant par deux, la valeur de l'effort déve-
loppé dans 1'élément de la membrure qui lui est directement op-
posé. Cette conclusion n’est toutefols juste que dans le cas ou la
distance polaire a été prise égale au double de la hauteur de la
poutre.

Pour déterminer I'effort agissant dans la barre de treillis 3 ren-
cOntrée par la section zx, nous n‘aurons qu'a décomposer I'ef-
fort tranchant correspondant & cette section suivant une horizon-
tale et une paralléle & la barre 3. Pour les forces I, II, III, IV, V,
la surface des efforts tranchants limitée par des traits pleins (Pl.
XV, fig. 236) est & considérer. L'effort tranchant entre les char-
ges I et IT étant constant, nous pourrons opérer cette décompo-
sition sur l'une quelconque des ordonnées de l'espace »r, par
exemple sur I'ordonnée milieu, et nous aurons en s3 1a valeur dela
force cherchde 3. Nous trouverons d'une maniére analogue en s5
la grandeur de I'effort agissant dans la barre 5. Il en sera de mé-
me pour toutes les autres barres de treillis. Pour donner une idée
plus claire de la nature de ces efforts, nous avons représenté
par un trait double les barres qui travaillent & la compression, et
par un trait simple celles qui travaillent ala tension.

Considérons maintenant la deuxiéme poutre, ¢’est-a-dire celle
dont les barres de treillis sont {racées en traits pointillés. Soient
I, I, IIT', IV les charges qu'elle supporte et o ' &' le polygone
des forces. Supposonsles forcesI, II, III, IV, V réparties unifor-
mément sur toute la longueur de la poutre, le polygone des for-
ces oab ne changera pas, mais le polygone funiculaire deviendra
dans ce cas une parabole, qui sera tangente aux c¢dtés’du premier
polygone funiculaire tracé. Supposons également les forces I', 1T,
IIT', IV’ réparties de la méme maniére ; & cette répartition corres-

pondra le polygone des forces oa'd’. Le polygone funiculaire sera
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aussi une parabole identique & la premiére, mais qui, vu le nom-
bre restreint des charges, ne sera & considérer que dans la partie
comprise entre les verticales passant par les charges extrémes.
Cette parabole est également tangente au polygone funiculaire ;
elle a en son milieu une tangente horizontale. Supposons main-
tenant que ces deux paraboles colncident, nous pourrons alors
déterminer facilement la position de cette tangente horizontale. Il
résulte en effet de la construction méme de la parabole que la
droite joignant les milieux des deux tangentes nt et nv ne sera
autre que le cdté horizontal du polygone funiculaire enveloppe.

Au moyen du polygone des forces oa’d’, nous pourrons cons-
truire le polygone funiculaire correspondant (suivre le tracé en
pointillés) avec ¢'¢" comme ligne finale. Le polygone des forces
oa’d’ n'est pas toutefois indispensable, puisque nous savons que
les cOtés de nouveau polygone funiculaire coupent toujours les
cOtés du précédent sur la verticale passant par leurs milieux.
La ligne finale p'o" tombe en dessous de la ligne po a une distance
pp:%z‘. :

Cherchons maintenant les efforts développés dans les mem-
brures de la seconde poutre. Considérons par exemple la section
aoc. Pour trouver la force 2, nous rapporterons les moments au
point y et pour la force 4 au point 3.

D’ou les équations :

97— Y'/'h _cc h .
m m
v Y0 h da.n
m  om
Mais 2 ayant été pris égal & 2m, il s’en suit :
2 =2cc
4 = 2dd.

A la simple inspection des deux polygones funiculaires png et
¢'Z¢’, nous verrons que les deux ordonnées ee et cc¢ différent de la
quantité 2. o', tandis que les deux ordonnées ii et dd sont
égales.
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Toutes les autres forces agissant dans les membrures se trou—
vent de la méme maniere.

Pour déterminer les efforts dans les barres de treillis, nous
considérerons la surface des efforts tranchants (suivre le tracé en
pointillés fig. 236). Pour toutes les sections comprises entre le
point d’appui et la force I', c’est-&-dire pour I'espace ps, I'effort
tranchant est constant; il est de plus égal & la réaction. Aussi,
pourrons-nous, pour trouver la valeur de la force 3' correspon-
dant & la section. 2 considérer I'une quelconque des ordonnées
de I'espace ps, par exemple celle du milieu »q. En opérant comme
nous l'avons fait plus haut, nous trouverons en 73" la force cher-
chée 3. Nous déterminerons également, au moyen de la méme
ordonnée, la force 1'=»1". ‘

En continuant de 1a sorte, nous obtiendrons la valeur des efforts
développés dans toutes les barres de treillis.

Pour ne pas confondre les nouveaux résultats avec ceux trou-
vés pour le premier systéme, nous les avons tracés en traits poin-
tillés. |

Les valeurs ainsi déterminées représentent immédiatement les
forces agissant dans les différentes barres de treillis. Quant aux
efforts développés dans les membrures, il seront égaux 4 la
somme algébrique des efforts trouvés dans chaque systéme pour
les trongons coincidants. Ainsi, dans le systéme juxtaposé, I'élé-
ment o est formé par la réunion des deux barres 4 et 2'; 1'effort
dans «d sera donc la somme des deux efforts trouvés séparément,
et est égale : 4 2. Il en sera de méme pour tout autre trongon
des membrures supérieures et inférieures.

Les quatre trongons extrémes font seuls exception et n’ont qu’a
résister aux forces 2, 2/, 18, 18'.

Quant au montant vertical correspondant & I'axe de l'appui, il
n’a pour but que de rendre possible la juxtaposition de deux sys-
témes et ne sert qu'a transmettre directement & I’appui la réaction
de la poutre tracée en pointillés,
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Poutre @ treillis quadruple symétrique.

La fig. 237 de la P1l. XV représente une poutre a treillis qua-
druple symétrique. Cette poutre peut étre considérée comme for-
mée par la juxtaposition de quatre poutres a treillis simple. La
réunion de ces quatre pouires peut s'opérer au moyen-d’un mon-
tant vertical passant par 'axe del'appui, en adoptant indifférem-
ment 1'un des deux tracés figurds surla gauche ou sur la droite
du systéme combiné.

Supposons la hauteur de la poutre prise égale au dixieme de la
portée m:—_—%l et les barres de treillis inclindes & 45°. Supposons
de plus égales les charges concentrées en chacun des noeuds,
savoir 1=2=3=4=.....18=19.

Ces données une fois établies, nous pourrons construire le po-
lygone des forces (fig. 238), le polygone funiculaire (fig. 240)
et 1a surface des efforts tranchants (fig. 239), correspondant & ces
charges.

Considérons une section quelconque axx. Cette section rencon-

trant les six éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, le probléme sera indéter-
‘miné ; et nous ne pourronstrouver la valeur des forces intérieures
~qu’en-ayant recours & une hypothése. A I'examen du mode de
répartition, nous observerons que les charges concentrées sont
‘relativement plus petites et plus rapprochées les unes-des autres
“quelles ne l'étaient dans la poutre -préeédente; nous pourrons
.done, sans - erreur sensible, admettre gue les. quatre harres de
treillis coupées par une section verticale quelconque ww seront
également chargées. - o y

Nous determmerons alors l’effort tranchant correspondant ala

isection wx: et -le;décomposerons suivant une horizontale et une
~parallele & la. direction des barres-de treillis. En. lelsant par
4 cette. demlere composante; nous -obtiendrons la valeur. absolue
de Veffort developpe dans chaque-barre de; treillis:.

A la section zx correspond 'effort tranchant cd qui, sous un
angle de 45°, se projette en ¢f ou en dg. Chacune des barres de
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treillis renconirée par la section zz supportera donc un effort

) ., C d,
d’intensité Z ou —f )

Pour trouver directement cette valeur, il nous faudrait suivre
le tracé en pointillés sur cd. Nous arriverons néanmoins plus
rapidement au résultat demandé en construisant la grandeur cf
ou dg et en la divisant en quatre parties égales. Le mode de ré-
partition des efforts dans les barres de treillis est en effet connu
a lavance etla valeur numérique reste seule & déterminer. Nous
aurons alors

Sici:4:ik:3:kt:Q:td=—L;—f;,

Les barres de treillis montant du ¢dté du moment maximum
fléchissant seront comprimées les autres tendues.

Les barres 2, 3, 4, b ne s’étendent pas seulement sur la lon-
gueur d'un seul panneau, les barres 3 et 4 entrent encore dans
la composition des barres de treillis constituant le panneaun situé
a droite de la section «x, tandis que les barres 2 et b forment
partie intégrante du panneau situé i gauche.

L’effort tranchant change de valeur avee chaque panneau: Ainsi
dans le panneau & gauche, il sera plus grand que dans le pan-
neau considéré wx ; par contre, il sera plus petit dans le panneau
2 droite. La conséquence ~'imm‘é\diate deveette variation ~dans: les
--effort7 tlanlchant ‘nous ameénera & admetireque - la valeur trou-

¢ ag.

Yée —{; ouose rapp@rte aux’ éfforts 8-et % seulément. Quant auX

forces 2 et 5, Blles Seront & détermitier au“‘moyen' de Tefiort
chant ce correspondant au panneau situé & gauche de 18 séc-
tlon wx.

Considérons maintenant la section z,,. Cette sectlon ~coupe, les

f’/elements’? 8 9,10, 11, 12 Soit ab leffort nancha" *r *“spon-

‘de treﬂhs il hous faudra alors decomposer ab' 'pa—
'ralléles aux elements 8 et 9, ou blen encore sulvant de’s péralleles

(it 'l b
/10 et 11 Dans ce cas — :7,—]—0\ representera les efforts 9 et 40
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ao 7 ‘
en valeur absolue, et ~ =-£-'les forces 8 et 11.

Les efforts développés dans toutes les autres barres de treillis
se détermineront de méme ; reste & trouver les efforts développés
dans les membrures. Cherchons, par- exemple, la valeur des
forces 1 et 6. Pour cela, considérons la section @z et rapportons
les moments des forces extérieures & un point quelconque de
cette section. Nous pourrons de suite remarquer que la valeur
du moment résultant variera avec la position de la section ax .
dans I'espace oy. Pour la section 2, le moment sera maximum, et
pour la section v, il sera minimum. Mais, comme & une charge
donnée correspond une valeur déterminée des forces 1 et 6, cher-
chons quelle section nous devrons considérer.

Pour rendre la démonstration plus facile a suivre sur ’épure,
et pour voir plus clairement quelles sont les forces intérieures
qui font équilibre aux forces extérieures, nous considérerons
la fig. 241 dans laquelle la section @z est supposée menée par le
point 8. | o

Soient A, 1, 2, 3, 4, 5, les forces extérieures a cette section.
Ces forces ont une résultante commune Rz que nous saurons
déterminer en grandeur et en position au moyen du polygone des
forces et du polygone funiculaire correspondant. A cette résul-
tante Rz doivent faire équilibre les efforts de tension 3, b, 6, ainsi
que les efforts de compression 1, 2, 4. Or nous savons par hypo-
thése que les efforts agissant dans les barres de treillis sont
égaux entre eux, ainsi que les efforts développés dans les mem-
brures ou autrement dit que :

2=3=—=4=5et]1—=26.

Décomposons les forces 2, 3, 4, 5 en composantes verticales
et horizontales. Pour que les forces extérieures et intérieures
soient en équilibre, il faut que leurs composantes verticales et
horizontales soient aussi en équilibre. La composante horizontale
de la résultante Rx étant nulle, la somme algébrique des compo-
santes horizontales des forces intérieures devra donc étre égale
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a zéro. Désignons par A, Ay, 1, hyles composantes horizontales
des forces 2, 3, 4, 5 et par v,, vy, v,, v, leurs composantes verti-
cales, nous pourrons poser les équations suivantes :

——i—hz—l“hg—h4—%—ho+6 =O,
R — (va+v3 40,4 05) =

Pour.qu’il y ait équilibre, il faut de plus que la somme des mo-
ments de toutes les forces pris par rapport & un point quel-
- conque soit égale a zéro. Choisissons, par exemple, le point § ; le
moment des forces verticales sera alors nul, et par suite le mo-
ment de larésultante Rz devra étre égal a la somme des moments
des forces horizontales 1, %,, A,, &,, h,, 6. Les efforts dans les
barres de treillis étant égaux, les forces %, et A, ainsi que les
forces %, et &, formeront deux couples d’égale intensité, mais de
direction inverse ; ces deux couples se feront équilibre et l’équa-
tion des moments pris par rapport au point § se réduira ainsi
qu’il suit :

Rrx.n—1.m=0.

D’ou :
[ — Rx.n
T om
Mais nous savons que :
’ Rz.n =Y{3 .
D’ou I'expression suivante :
[ — Yﬁ .h .
m

La distance polaire % ayant été prise égale au triple de la hau-
teur de construction, ¢’est-a-dire A=3m, nous aurons :

= 3Yﬁ'
Si nous choisissons, au contraire, comme axe des moments,

l'axe passant par le point 8, nous trouverons la valeur de la

force 6.
6 — 3Yﬁ'

Mais si nous rapportons. I'équation des moments au point ¥,
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(fig. 237) les moments des composantes horizontales ne se feront
-plus équilibre ; les couples &, ket Ay, i, ont en effet tous deux
le méme signe et sont positifs. L’équation des moments devient
alors :
m
Y ]l"-{ m+]l2 D) +h1"“_=0

D’ou :
m m
. Y7. Il+lbg“2"+h4"§"
- m
Or:
hy==h,.
D’ou ;
, Y,y . h+h2m
N m ' (I)

Si maintenant nous établissons I'équation des moments en les
rapportant en «, nous verrons que les composantes horizontales
hy, Ry, by, By forment deux couples négatifs A, 2, et 2, A, et nous
aurons la relation suivante :

m m
Y,.h—1.m—hy 5 —h4-§—=0
D’ou :
1:Ya.h.—'h<)7n‘ »
m ) (II)
Additionnons les deux équations.(I) et (II} ROUS-AULONs
. 7 h—}—Y
2.()= o m
Or ;
P Y7/+ Ya'..,_w.,__v, Tt A o n LT e e PR
o ) L Cl ::\Beth=am o o
{= 3 Yﬁ

Nous devrons donc pour 10 panneau considéré, choisir comme
axe des morments 'axe passant par le point §,
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Nous pourrons de la méme maniére déterminer les efforts dé-
veloppés dans les autres trongons des membrures.

Combinaison de poutres du premier et du second ordre.

Les poutres & treillis double (fig. 233), & freillis quadruple
(fig. 237) (P1. XV)sont formées, ainsi que nous venons de le voir,
par la juxtaposition de 2 ou 4 poutres & ftreillis simple, juxtapo-
sition qui permet de répartir la charge en un nombre de points
double et quadruple. Les poutres i treillis triple, quintuple, sex-
tuple, etc..., pourront se construire de méme.

Mais, dans bien des cas, nous pourrons arriver au méme but,
c’est-a-dire 4 répartir la charge en un plus grand nombre de
points en remplacant un panneau ou une harre de la poutre pri-
mitive par un systéme triangulé. Un exemple fera comprendre
plus clairement la maniére de procéder.

Considérons la poutre simple ydpvopr (Pl. XII, fig. 294). Outre
les charges 11, IV, VI, cette poutre supporte encore les charges
I, III, V, VII avec {,»,m,%, comme points d’attache. La membrure
supérieure travaillerait donc a la flexion. Pour remédier & cet
inconvénient, nous n’aurons qu'a remplacer cette membrure par
un systéme triangulé. Ainsi sur I'élément ¥0 agit au point {
la force I; par I’adjonction des barres de treillis 3 et 5 nous trans-
formerons le panneau ywb en un systéme tmangule beuoc :

Nous pourrons de ménig transformer chacun des autres pan-
Deaux ; nous -obtiendrons alors la forme de poutre mdlquee
(Pl XII fig. 194, et Pl. XIII, ﬁg 905) et nous samons en apph—
/1nter1eu1s developpes dans Chacun de ces elements
' "Dans Pexemple traité, (Pl XV ﬁg 242) Tes chalgegyI 1, III
se concentrent aux nceuds’ supemeurs tandls qe la métnbrure
inférieure supporte les charges T; 1, ur... Vir. .

Pour que cette membrure ne se trouve point fléchie, il faudra
transformer les pannéaux ab» et ‘der eh systéme triangulé du
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second ordre. La décomposition des forces correspondant a cette
nouvelle forme est tracée Pl. XV, fig. 243.

La forme (Pl. XVII, fig. 258) peut étre considérée comme for-
mée par la réunion d’une pou’ire du premier ordre avec plusieurs
poutres du second ordre. Sur la ferme Polonceau agissent direc-
tement les charges I=II=III.

Entre deux nceuds consécutifs, les forces I'=II'— =V’
ont leur point d’application sur la membrure supérieure. Pour
que ‘cette membrure ne soit point fléchie, nous la constituerons
au moyen d'une poutre du second ordre. Sur la partie gauche de
la ferme nous avons adopté deux poutres en treillis & membrures

paralleles et sur la partie droite deux poutres paraboliques.

Les éléments constituant la poutre de premier ordre sont indi-
quis par les chiffres 1, 2, 3, 4; ceux formant partie des poutres
du second ordre par les chiffres 1', 2/, 3"4'..... 197, 20", 21",

Soit Q la charge entiéré que supporte la ferme considérée.
Cette charge se répartira également en chacun des 23 noeuds su-
périeurs. Les forces I, II, III seront égales entre elles et auront

pour valeur -6— Q. Chacune d'elles se composera en effet de la

charcre dlrectement concentrée au noeud considéré et de la dem1—
somme des forces I', IT', IIT', IV, V', ¢'est-a-dire :

l:H:IH:-——Q—gQ.

D’ot leur somme :
18
41Tl = 5= Q.

Le complement de la charge totale ou —; 23 Q se trouve directe-

ment transmis aux points d’appui.

Pour déterminer dans la ferme Polonceau les efforts résultant
de I'action des charges I, II, III, nous porterons sur une verticale
les unes ala suite des autres les forces

I=cd, 1=de, Il = ¢f,
d’ou :
cf:I+II+IlI_ 5 Q
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~ En appliquant une méthode connue, nous trouverons la valeur

des forces 1, 2, 3, 4... 11.

Reste a déterminer la valeur des forces intérieures dans les
poutres du second ordre. Considérons I'une de ces poutres, par
exemple celle partant du point A et aboutissant en I. Cette poutre-
est soumise al'action de cinq charges égales I'=II'=III'==1V'=V".

La réaction & de cette poutre en I formant partie de la force
totale I qui agit sur la ferme Polonceau, nous la porterons en ch
(fig.. 259) ; quant & la réaction ¢, nous la porterons en cg. Le
méme mode de répartition s'appliquera aux charges ¢k, op, g
des trois autres poutres.

" Les réactions de ces poutres une fois déterminées, il nous sera
facile de trouver la valeur des forces 1', 2, 3, 4, 5.... 20, 21
Pour cela, nous tracerons le polygone des forces (fig. 259) (suivre
la partic en traits fins) ou bien encore le polygone (fig. 260). Ce
dernier polygone se trouvant iracé & une échelle double, nous
pourrons y lire les résultats avec une plus grande exactitude.

Les deux poutres de gauche étant semblables et ayant de plus
~les mémes charges & supporter, le mdme polygone des forces
servira dans les deux cas.

Quant & I'épure relative ala troisiéme poutre, elle est tracée
en pointillés (fig. 2069) et répétée (ﬁO‘ 261) a une échelle double.

Les forces ainsi déterminées donnent immédiatement la valeur
des efforts developpeb dans le treillis et dans les membrures in-
férieures.

"1l n’en est pas de méme pour Jes membrures supérieures; les
résultats trouvés dans chaque cas seront a ajouter. Ainsi le troncon
af entre dans la composition de I’é1ément 1 de la ferme Polon-
ceau et dans celle de I'élément 4’ de la poutre en treillis ; 1'effort
en of sera par suite égal 4 la somme des deux forces 1 et 4,
savoir : |

A+ =cv-z.

Les éléments 9 et =+ ne sont pas & proprement parler néces-
~ saires 4 la construction et doivent plutdt étre considérés comme
lien réunissant les poutres du second ordre.
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DONNEES GENERALES SUR LE POIDS PROPRE

DES DIFFERENTES CONSTRUCTIONS ET SUR LES SURCHARGES QU’ELLES -
PEUVENT AVOIR A SUPPORTER.

Les poutres et supports, employés dans les différentes cons-
tructions (toitures, planchers, murs, cloisons, colonnes, etc...),
sont soumis & I'action de charges permanentes et de surcharges
accidentelles. Les surcharges accidentelles sont de natures diffés
rentes et varient avec le genre de construction. Nous compren-
drons sous le nom de surcharge accidentelle, dans une char-
pente : la pression du vent ou de la neige ; dans un plancher ou
un pont : une foule compacte ou un amas de matériaux. Par charge
permanente, nous entendrons avant tout le poids propre de la
poutre ou du support, ainsi que celui de toutes les piéces entrant
dans la construction. - '

Les dimensions & donner 4 une poutre dépendant de I'influence-
de la charge permanente et de la surcharge accidentelle, il s’en
suit que le poids propre de la piéce dépendra lui-méme de la
charge permanente et de la surcharge accidentelle. Les réactions
des appuis font partie des forces extérieures, comme nous ’avons
vu plus haut. | .

Quant aux surcharges variables, parmi Jlesquelles nous consi-
dérerons toujours la surcharge la plus défavorable, nous pour-
rons les déterminer d’'une maniére certaine d’apres des résultats
d’expériences. La charge permanenle, qu’une poutre aura & sup-
porter, pourra aussi se calculer trés exactement dans chaque cas
particulier. Seul le poids propre dela poutre se déterminera d'une
maniére approximative. Pour cela, étant donné la nature de la ma-
tiere employée, nous choisirons & peu pres les dimensions & donner
& chaque élément entrant dans la construction et nous pourrons.
ainsi calculer le poids propre de chacun d’eux. Au moyen de
cette valeur approchée et de la valeur de la surcharge acciden-
telle, nous déterminerons les dimensions a donner & chaque
piéce, dimensions qui varieront trés peu des sections définitives.



POIDS DES MATERIAUX 175

Si notre calcul exige une plus grande exactifude, nous pourrons
alors opérer sur les nouvelles dimensions, comme nous I'avons
fait dans notre premiére hypothése, et nous arriverons ainsi &
fixer d’une maniére rigoureuse les dimensions a adopter. |

Toutefois, dans la pratique nous emploierons rarement ce pro-
cédé ; surtout dans le cas ol la surcharge accidentelle 1empor-~
tera de beaucoup sur la charge permanente, un écart faible dans_
ies données de cette derniére influant d'une maniére peu sensible
sur les dimensions de la piece a calculer. Nous nous permettrons
de choisir arbitrairement le poids propre de la piéce méme, en
nous basant sur les poids /connus de constructions analogues.

Cest pourquoi nous résumons dans les tableaux suivants les
données des charges permanentes qui nous serviront de bases
dans les calculs des différents ouvrages, tels que toitures, plan-
chers, etc..... |

Charge permanente.

Poids des matériaux employés dans la construction.

Le poids des matériaux employés dans une construction se
trouve en multipliant le'volume mis en ceuvre parle poids spéci-
fique de la matiére. Ainsi un meétre cube de granit de poids spé-
cifique y = 2,80 (voir le tableau suivant) pésera :

1. 2,80 =2%,80 ou 2,800 kilos.
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TABLEAU N° 1 donnant les poids spécifiques des matiéres e plus
souvent employées.

POIDS POIDS
MATERIAUX spécifique MATERIAUX spécifique
7 ’ 7
Gresdur...........oo.. 2.50 Fer....ooviviiianaisd el 7,82
Grés ordinaire........... 2,35 |l Acier cémenté........... 17,79
Pierre calcaire........... 2,43 Acicr fondu........ovenn. 7,92
Dolomie............ ST 2,76 | FOnte ..o veeveiiaannenns 7,21
Marbre......... e 2,73 Zinc martelé............. 7,86
Granite...oeeeeeenennnn.. 2,80 W Zine fondu.............. 7,0%
GREISS. . v et i 2,53 Cuivre martelé........... 9 OO
Porphyre................ 2,83 |l Cuivre fondu............ 8.79
Béton ...t 2,47 || Bronze martels........... 8,90
Ciment......ooevveunnnn. 1,66 Bronze fondu............ 8,20
Sable pur............... 1,90 Etain............ooooane 7,38
GlaiSe. . vviie .. 1,60 || Plomb martelé........... 14,39
Argile... ...t 1,50 || Plomb fondu............ 1433
Terre végétale........... 1,40 Tilleul sec..........cout. 0,43
Quartz ..........oooinn 2,62 1 Peuplier sec............. 0,39 -
Cailloutis. ............ ..ol 2,98 Aulne sec....evneevienn. 0,65
Schiste argileux.......... - 2,83 Poiriersec......covvunen. 0,7
Micaschiste . .......ouv.n. 2,45 Chéne seC....oveveuvennn. 0,91
Basalte serré............. 1 3.02 Chéne fraichement abattu.{ 1,06
Basalte ordinaire..... we..] 2,66 Charme se¢............. 0,69
Lave. . o eeinennan.. .. ‘3,62 Charme fraichementabattu] 0,89
Brique & grains serreés. 2,17 Hétre sec.........ooiint 0,59
Buque ordinaire......... 1,81 Hétre fraichement abattu 0,77
Verre a vitres............ - 2,64 Méleze sec......ooounnnin - 0,56
Verre & glaces........... 1 2,46 Méleéze fraichement abattu 0,92
Cristal......ccovvvnenantn 2,89 Pin seco.coovvvnuiiians, 0,55
Poreelaine. . .... e 2,32 Pin fraichement abattu...| 0,90
O O 1,00 Sapin blanc sec.......... 0,55
Maconnerie en grésfraiche ~2,10 Sapin blanc fraich® abattu 0,90
-— seche..| 2,00 Sapin Sec......ovvuuin.n. 0,46
Magonnerie de { fraiche. 2,43 Sapin fraichement abatnu 0,80
pierre calcaire | séche.. 2,41 Noyersec................ 0,66
Macon. en briques fralche 1,66 Ebéne sec............... 1,21
Macon. en briques séche..| 1,53 Acajousec............... 0,75
Mortier de chaux....... .. 1,86 } o

Poids permanent des toitures au métre superficiel.

Le tableau suivant donne un resumé de la charge permanente
(couverture et ossature) des diverses sortes de toitures en tenant

Compte de leur inclinaison, c'est-a-dire du rapport -Z—Lde la hau-

teur 2 a la portée /.
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TABLEAU N° 2. — Toitures avec charpentes en bois.

INCLINAISONS ,
- NATURE ordinairement | pOIDS MOYEN
Nos adoptées o
de la couverture. h en KG par M~
3
. q i | |
1 | Tuiles plates . . . . . . . . = 100
i -2
2 | Tuiles creuses . . . . . . ro1 123
1 2
3 | Ardoise . . . . . ¢ .. . 1 75
2 5
4 | Bitume avec revétement en terre glaise. i_1 60 — 75
~ , : 12 16
. 2. ' 1
5 | Mastic bitumeux . . ; 30
. A y ) 1 40
6 | Zinc ou tdle galvanisée avec voligeage. r
Toitures avec charpente métallique.
INCLINAISONS | .
NATURE ordinairement | porps MOYEN
" adoptées.
de la couverture I en KG par M?
T
. . . . 1 1
Ardoises sur lattis en corniéres. 573 50
A ' s v . . (XY { |
ToOle galvanisée sur lattis en corniéres. A 25
A ' 4 . . 1
Tole ondulée sur laltis en corniéres . r 22
. : . . 1
Zinc sur lattis en corniéres . B Rk
. | i
Catvre . . . . « . . . . . . . 8 45
Yerre. . . . . .




POIDS PROPRE DES PLANCHERS ET PLAFONDS

TABLEAU Ne III. — Plafonds et planchers en bois.

u

g POIDS EN KILOG. PAR METRE CARRE
R - -
pour a = 0,290 [ pour ¢ =1,m20
.Nos | GENRE DE CONSTRUCGCTION , '
' DIMENSIONS DES SOLIVES
: 20,250 2300 20/25¢ 25/30
. ) . - i{;--—&.‘_. -~ : : . . . .
1 | Plancher simple sur solives M ; 61 81 56 66
2 | Plancher simple sur solives avec % ,
plafond en: volige 122 142 112 132
3 Plarllc?erdsimplel sur solives avec ’ :
plafond en volige et enduit en . .
platre. 219 | 330 305 376
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PLANCHERS EN FERS

—

—re

DESIGNATION

m
- POIDS EN XIL. PAR MBYRE: GARRE

GENKE DE CONSTRUETION ‘ — o~
‘ v DES D{FFERENTES PARTIES Partiels Totaux
|Systémehabituellement employé & Paris (port. 3=,0—8=,0)|Hourdis en platre. 195
| oot Lambourdes et parquet. 28
27 Ll//ﬁ'/////ﬂ’?////////////ﬂ//////'w//'f////////////y// /:'/W” Scellement (,ies; lambourd' 23 )
2 L o I, Solives enfretoises et fantons. 16-30 261-275
Systéme Vaux (portée 3=,0 —8=,8] Méme poids quele systéme ‘
’”' . 7147447 £4472.53 v V no i - 26t_27 5
f %/” 77 2 » Rl i
////////M////////////////////////// s A s 1
"~ Systéme Thuasne (portée 3=,0 —8=,0) IMéme poids quele systdme
» o L ne 1. 261-275
A,?\:ély/mm<///////4:¢//////////////////y//'7///////l//////z ez
:&JJ’/////////////////IW//////I//I/////I/WW/WI///# LRI v : 3
Planchers avec solives en fer Iet votites enbriques pleines Vouite et remplissage. 9%0
‘ : ‘Lambourdes et parquet. 30
'Fers 41 (moyenne). 30 300
7 gy
Planchers avec solives en fer I et voutes en briques creuses| Votite ef remplissage. 170
S Lambourdes et parquet. 30 f
— . f }
//////; . . Fers & I (moyenne). 25 y 225
AN :
Systéme Fox et Barret, pour desportées jusqu'a 6=,0 |Hourdis. 190 |
- Lambourdes et parquet. 25 1
e S I S S Y 11 = 3
///////////////////////////////////////////////% Trellla:,ge., N 30 ,!
W///,S»//////ﬂ'////////////////////////////////////a;n?V////////I////V//////”////”//////ﬂII/r/,r;\///”//’Zm//// Fers éeartes de 60 c.(moyenne) 25 ' . 270
=2 : — —
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PLANCHERS EN PIERRES

Le poids au metre superficiel de ces planchers doit se calculer
d’aprés le volume mis en ccuvre et le poids spécifique des
matériaux employés.

Surcharge 'accide‘ntelle.;

Sarcharge des chambres d’appartem_entr, salles de réception,
magasins, etc. :

La surcharge accidentelle varie selon le nombre de personnes
et la quantité de marchandises que les piéces sont destinées a

recevoir.
Le tableau suivant renferme les chiffres que I'on adopte ordi-

nairement dans ce genre de constructions.

TABLEAU Ne IV

. . Surcharge en
Numéros DESIGNATION DES PIECES KG par M2
1 Maisons ordinaires ol les réunions sont peu )
nombreuses . . . . .. .. ... 0.0 75
2 Salons et piéces de réception . . . . . . . . .. 100
3 Grands salons et piéces de réception. . . . . . . 130
4 Bureaux. . . . .. ... 00000 . 130
5 Salons pour les assemblées ordinaires. . . . . . 200
6 Salons pour les grandes réunions . . . . . . . . 270
7 Magasinsa blés . . . . . . .. ... ... .. - 450
8 Magasins généraux. . . . . . . . . . e e e e 750

Surcharge provenant d'une couche de neige.

La surcharge occasionnée sur une toiture par la pluie est ipsi-
gniﬂante; il n’en est pas de méme pour celle provenant de la
neige qui s'amoncelle sur les toits en couches plus ou moins
épaisses, suivant la nature des climats.

La couche la plus épaisse tombant sur une surface horizon-
tale peut atteindre une hauteur de 0,900 dans le centre de
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 PEurope. Or, laneige pesant 10 fois moins que I'eau, a cette hau- |

teur correspondra une nappe d’eau de 0=,090, et nous pourrons
par suite évaluer 4 90° par M2 de surface horizontale le poids de
la neige.

Sur une surface inclinée, une couche de neige exercera une
action moindre et variant avec le degré d’inclinaison de la toiture.
Sur une toiture fortement inclinée elle n’exercera plus aucune
action, vu qu’alle glisse d’elle-méme sous son propre poids.

De plus, dans le calcul d’une toiture, il y aura lieu de tenir
‘compte de la rigueur du climat et de 'endroit ot elle doit &tre
établie; c’est pourquoi nous avons résumé dans le tableau sui-
vant les différentes surcharges par M?, provenant d'une couche
~ de neige de 0=,90, 0=,60, 0=,30 d’épaisseur pour les inclinaisons
ordinairement adoptées. Les valeurs ayant rapport & cette der-
niére épaisseur sont applicables aux constructions de Paris.
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TABLEAU No 5.

h Surcharge de neige en K G par M2 de couverture
Couche de 0,230 Couche de 0,160 Couche de 0,290
1 _ .
3 2 43 64
1 I
3 25 50 75
1 _
T 27 B3 80
1 :
= 28 53 83
1
’E" 28 56 8%
1 \ ‘
o 29 | 57 86
1 |
B 29 88 87
1 " '
y 29 59 88
1 N
10 30 39 89 1
- 30 60 90 I
®
SN S N

Pression du vent,
La pression que le vent exerce sur une surface normale & sa
direction est donnée par la formule suivante :
pKIL =O,116 1)2
ol v désigne la vitesse du vent exprimée en métres.

Le tableau suivant résume les valeurs de p correspondant 4 des
vitesses différentes.
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TABLEAU Ne 6.

NATURE DU VENT ¥ B
en M en KG
Vent frais ou brise. . . . . . . . R - 2=k
Trés fortebrise . . . . . . . . .« . . .. 10—12 12—17
Venttrésfort . . . . . . . .. e v ey e 15—-18 26-—38
Vent impétueux. . . . . . . . . ... ... 18—22 38—56
Tempéte. . . . . . e e e e e e e e s o] 226 56—178
Tempéte violente, . = . . . . . . . . . . . . 26—32 78—119
0uragam . . « .- v v v v v e e e e e e e 36—40 150—1{80
Grand ouragan . . . . . J B 4B 235 '

La valeur de la pression sur une toiture dépend del'inclinaison
de cette derniére et de la nature de la couverture.

Aussi plus la toiture sera plate, plus Phypothése suivante sera

justifiée.

Nous admettrons en effet que pour une pression de vent quel-
conque, Ja composante normale 4 la surface couyerte agit seule
sur la construction, etnous ferons abstraction du frottement.

- La direction du vent forme ordinairement un angle de 10 de-
grés avec I'horizontale. Reste & déterminer la valeur de cette
pression sur une surface inclinée,

Considérons pour cela la surface ab et soit « 'angle qu'ella
forme avec I'horizontale. Considérons de, plus la surface cd per=
pendiculaire & la direction du vent. Si cette surface ¢d a pour
largeur I'unité, la pression sur c¢d aura pour valeur :

N=p.cd
ol p désigne la pression normale par unité de surface.
Mais nous avons : -
\ cd = @b . sin (& == 10°)
D'ou : |
N=ab.p.sin(x -+ 10°)
- La pression par unité de surface sur b sera done :

N :
al;:p sin (-} 100)

r=
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Décomposons 7 suivant une paral-
1éle a la toiture et suivant une ver-
“ticale. Soit g cette derniére compo-
sante, elle aura pour expression :

7 sin(90 —e)  cosa
g sin (x4 10)  sin(z4-10).
D’ou en remplagant » par sa valeur:

__p .sin? («+ 10)
- cOS «

ou bien encore : ‘
o sin 2 {a 4 10)

qg=0,127 v 00S &

Le tableau suivant résume les valeurs de j§ correspondant aux
différentes inclinaisons en supposant v=30=.

TABLEAU 7.
Préssion ~ Pression -
Numéros ._}..;_ par M de Numéros 7 lfl—- par N‘_[Q de |
couverture couverture h
p p
. 1 1 o
1 - 113 6 = 28
1 1 ,
2 5 109 7 = 23 .
1 _ 1
3 T 66 8 e 20
1 ' 1
4 T 45 9 9 ' 17
1 1 .
B - 34 10 STy 15
- S

EXEMPLES.
~ Ferme Polonceau a une bielle.
La ferme représentée Pl. XII, fig. 192, a une portée I=15=,00

une hauteur A==5m,00; d'ol %":%. Soit =400 I'écartement de
deux fermes voisines.
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Sur chaque ferme se concentrera une surface :

8.2 V7 B2 =4.2.9=72""

Supposons la couverture faite en ardoises reposant sur un lat-
tis en corniéres. La charge permanente par métre superficiel sera
alors de 50 kilos, le poids de laferme y compris. Al'inclinaison de

% correspondent une surcharge de neige de 25 kilos et une pres-

sion de vent de 66 kilos par métre carré. (Voir les tableaux II,

V, VII). |
La charge qui se reporte sur une ferme est alors :
Charge permanente. . . . 50,72 = 3.600 kilos..
Surcharge’ (neige). . .-. . 25,72 = 1.800 —
Pressionduvent.. . . . . 66,72 = 4.752 —-

ToraL. . . . . . . 10,452 kilos.
Le quart de cette charge se concentre en chacun des trois points

intermédiaires et le huitiéme seulement & chaque extrémité de la

poutre. Ce huitiéme agissant suivant la verticale passant par les
points d’appui s’y transmettra dlrectement et n'exercera aucune
~influence sur la ferme.

La charge qui se concentre en chaque nceud supérieur est

alors :

10152
[=11=1= -—Z—— = 2538 kilos

D’ou la valeur de la réaction des appuis :

[4 1411 3.9538

A=B= 3 X = 3807. kllos

Nous avons expliqué dans le courant de cet ouvrage la manidre
~ de déterminer les efforts intérieurs développés dans chaque é1é-
" ment d’une construction de ce genre ; aussi nous bornerons-nous
ici & consigner dans le tableau suivant les résultats relevés sur
I'épure (fig. 193). |

| 1 = 10 = — 9920 kilos 2 = {1 = 8400 kilos

3 9 — — 2160 — b = 8 == 4140 —
4 7 = — 8480 — . 6 = 4740 —

IRl
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Les forces A et B sont les forces extérieures ou réactions qui
sollicitent la ferme. La charge totale qui se reporte sur chaque ap-

pui est plus grande que chaque réaction ; elle est égale 4la moitié

: ‘ . 10152 .
~de la charge totale d'une ferme, ¢’est-4-dire ——= 5,076 kilos.

Des efforts dans une ferme Polonceaun & une seule bielle, le
vent étant supposé n’agir que sur un seul céte de la toiture.

Nous avons donné (Pl. XII, fig. 199 et 200) 1'épure d’une ferme
Polonceau & une seule bielle, dans le cas ou le vent est supposé
ne frapper que sur un ¢dté de la toiture. Cette ferme a la méme
portée, la méme hauteur que laferme (Pl. XII, fig, 192) ; elle sup-
porte de plus les mémes charges.

Le vent agit d'un seul c6té et perpendlculawement a la surface
de la couverture ; toutefois, pour plusde simplicité, nous n'avons
considéré que la composante verticale du vent agissant sur
la ferme. Cette hypothése n’est pasrigoureuse, il est vrai; mais
Yerreur ainsi commise est insignifiante, surtout pour des toi-
tures peu inclinées.

Pour faire ressortir la. différence avec le cas traité ci-dessus,
nous avons pour la ferme (ﬁg 199) construit le polygone des
vent.

Dans ce cas, les charges sontles suivantes :

En chaque neeud supérieur se concentre 1350 kilos COrrespon-
dant & la charge permanenta et & la surcharge de neige. L’effort
normal di au vent est pour le point «, 1190 kilos; pour le point
B, lest moitié moindre, ¢ ’est-a~dire 595 kilos.

Désignons par I, II I, les forces provenant de la charge
permanente et de la... su.r@h‘a_rge. de neige, parI', IT' les efforts du
vent. ‘

Avant tout, il nous faut déterminer la direction des réactions
qui, dans ce cas, ne sont plus verticales etforment un certain
‘angle avec la verticale. Les surfaces des appuis sont-elles hori-
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zaﬁtales, c’est alors le frottement qui tiendra en équilibre la com-
posante horizontale de la pression du vent.

Supposons pour un instant que, sous la pression du vent, la
ferme arrive 4 se déplacer, dans ce cas la résultante formera
avee la verticale, passant par les points d'appui, un angle
égal a l'angle de frottement des corps en contaet, et toute la
résistance possible due & ce frottement s’opposera au mou-
vement. \

Supposons, au contraire, qu'aucun déplacement n’ait lieu, alors
le frottement n’entrera, en ligne de compte qu'autant qu'il sera
nécessaire pour établir I'équilibre. ~

Mais sila somme des composantes horizontales des efforts
agissant sur la ferme est plus grande que la résistance due au

- frottement, il n’y aura plus d’équilibre possible, Dans ce cas, il

ne suffira pas de faire reposer simplement la ferme sur ses ap-
puis, il faudra rétablir I'équilibre d'une autre maniére, par exem-
ple au moyen d’une butée ou d*un ancrfage capable de résister a
un effort horizontal. Les composantes horizontales des réactions
A et B doivent alors étre égales 4 la somme des composantes
horizontales des efforts obliques I' et II'. Mais les composantes
horizontales nécessaires & I'équilibre ne sont pas égales entre
elles, puisque l'intensité de la résistance due au frottement ne
dépend pas seulement du coéfficient de frottement des corps au
contact, mais encore de Ja grandeur de la pression verticale en
chaque point d’appui.

Sous l'astion de la sureharge permanente ef de la surcharge de
neige,les réactions en chaque point d’appui sont égales entre elles

et ont pour valeur bp _*I_HIEHH——Z ,020 kilos.

- I n'en est pas de meme des composantes verticales dues 2
l’acst,mn du vent. Ainsi, 7 de la com,posanta verticale de I' se
transmettent en A et 4 en B, tand1s que la composante Vert_lcgle

de la force IT' se transmet par moiti¢en Aeten B,
Nous avons tracé au point « la décomposition de la force I' en
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une composante horizontale 2= 733 kilos, et en une composante
verticale v = 24 kilos. La force II étant égale & la moitié de I', il
s'en suit que les composantes seront dans le méme rapport; cette
décomposition se trouve également tracée au point 8. Les réac-
tions dues & ces composantes verticales auront donc pour va-
leur & gauche;
%v + %vr—pq,
a droite:

1 ~ 4
2? *3‘*&3 =ps.= 5,V

Les lignes bg et bs représentent les composantes verticales
des réactions A et B. :
Quant & la somme des composantes horizontales, elle se par-

tage en A et en B dans ie,rappprt %g.‘

Ce rapport peut se construire facilement; pour cela, portons
sur bs 1a somme bp des composantes horizontales de II' et de I',
menons par § une verticale et portons sur elle en g la compo-
sante verticale de la réaction A. La droite joignant les points s et
g partagera I'horizontale b3 dans le rapport cherché. Les compo-
santes verticales et horizontales des réactions une fois détermi-
nées, nous pourrons les trouver de suite en grandeur et en direc-
tion, et nous aurons:

A = ab == 3800 kilos.
B—=— bk — 1800 — ’
Reste 4 déterminer les efforts développés dans chaque élément
de la ferme. Pour cela, nous porterons (Pl XII, fig. 200) en ab
la réaction A et nous la décomposerons en 1 = ac et 2= bc.
Passant alors au point «, nous chercherons la résultante des for-
ces connues 1=ac ; I==am et I'==md, et nous la décomposerons
ensuite suivant les directions 3 et 4, et ainsi de suite jusqu'a ce
que nous ayons trouvé les forces 10 == hk et 11 = &b, dont la
résultante doit &tre égale et paralléle a la réaction B.
Les réactions A et B étant paralléles. les points a, b et & de~
vront nécessairement tomber sur une seule et méme droite.
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Les ré'sultats de la construction relevés sur I'épure sont grou-
pés dans le tableau suivant :

1 = ac = — 8260 kilos 2 = be = 7560 kilos
3=ce=—2320 — 5=—ef — 4200 —
b= ed = — 7500 — 6=fb = 3750 —
7 =—gi=—5560 — 8 —gf = 3650 —
9—=gh= 1150 — HM=hb=6760 —

10 = hk=—8300 —

Si nous comparons les résultats ci-dessus avec ceux trouvés
pour la ferme (fig. 192), nous verréns que toutes les forces inté-
rieures a I'exception de'3'et 5 ont une intensité moindre.

Ici encore les forces A et B, qui sollicitent la ferme, sont plus
petites que les charges qui se concentrent en chaque. point d’ap-
pui.’ |

| Ferme Polonceau a trois bielles.
La ferme Polonceau (Pl. XII, fig. 194) a une portée != 20,200
et une hauteur #=5,700; d’ou le rapport -?zé Les fermes étant

placées & un écartement £ = 5,200, chacune d’elle portera une
surface :

5.2 V100 1-5°=5 . 2. 11,18 =111m2,8

soit en chiffres ronds 112%2,

Supposons la couverture en tdle galvanisée assujettie sur des
corniéres. La charge permanente par métre superficiel sera alors
de 25 kilos. (Voir le tableau II). Quant aux surcharges, celle due
ala neige sera de 27 kilos et celle due 4 l'action du vent de 45
kilos par métre .carré. (Consulter le tableau V et VII). |
 La charge totale se reportant sur une ferme pourra s’estimer
ainsi qu'il suit:

Charge permanente.. . . . 25.112 = 2800 kilos.
Surcharge (neige).. . . . . 27412 = 3024 —

Pression due auvent.. . . 45.112 = B0 ~—

S atroet——————

-ToTAL. . . 1086% kilos.
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Les forces agissant en chaquo neud supérienr seront :

10864
I=Tl = =1V = V=VI= VIl= ——=1358 kilos
et les réactions :
71388
A=B= ) = £753 kilos.

Nous avons établi (page 136), par la méthode dite des moments

statiques, les équations donnant les efforts dans chaque élé-
ment de cette ferme, nous n’aurons donc plus qu'a calculer la

longueur des différents bras de levier et & remplacer dans lesdites
équations les lettres par leurs valeurs numériques.
~ Avant tout, il nous faut déterminer les bras de levier.

L’arbalétrier a, comme nous l'avons vu plus haut, une lon-

gueur :
79-—492_\/10 +5 =11,218
d’od :
27 =5%,59
N = 2“‘,795.

Quant & 'écartement des pannes, mesuré suivant 'horizontale,
ilest:
' m =9 80,
D'ou : |
2m =52,00
3im =" 50
& m =210%,00,

‘Désignons (Pl. XII, fig. 198) par « la distance horizontale des

points = et 3, nous pourrons mesurer cette longueur % ou encore
la calculer au moyen des tmangles ..,emblables dnd et day.

Nous aurons en effet :

x 5‘d
6‘a Ry
ou bien :
' i 5

5’
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La valeur cherchée sera :

D’ou :
A
-2- — Om,375-

Soit i la distance des points = et 3.

Cette longueur peut ou bien se mestrer directement ou éncore
se calculer au' moyen de triangles samblables =dd et Say, qui
donnent la relation suivante :

y _ 5,39
5=

y _2n .Y
Sd=am U153

La valeur-de y tirée de cette équation est :
5. 859
Yy=—"g"—= 1m=,677

D'ou:

DOREN

— 0m,3385

Nous obtiendrons de mémeé 1a longueur de la perpendiculaire
abaissée du point § sur la droite wy. Nons pouvons, en effet,
écrire la proportion :

2.

2.

s

QW
LN

oll ¢ représente la longusur yx et a pour valeur :
2q=V1"+5.75" = 58,837
Nous aurons par suite :

5,59
g2 1,677 e = {m 606,

. 5,837
D’ou:
2 7= 32,212
§=0ﬁ,803.

| Remplggant alors par leurs valeurs les lettres dans les équa-
tipns établies & la page 136, nous trouverons l'intensité des efforts
développés dans chaque élément, savoir :



192 ' EXEMPLES

. X
| A(m'*'i) _&160 2,875
'" y

femend — ’6 '2 o8
Y 0,838 322 k
2A
2~_A.m'_~ 2,5 . 4760 |
— Tz 0,803 _ = 14819, &
5 |
1. 1360 . 2,5 »
3-—7—,'“——_2,79—5— = — 1216, 4
z X .
.A(m—l—->——l-.— B
2 4760 . 2, 875 — 1360 . 0 . 375
fm= 2 = ® = — 15712, 6
Yy 0,8385
2
I.m  1360.23
8= T = T1.606 = 2116, 4
A.2m—1.m 4760 . 5 — 1360 . 2,5
o= =0T < T = 12712, 6
I . '
9 — zm;—_5 — 2116, 1
1.3m+9.z 1360.7,5 4 2116,4 . 1,606
— = = — 2, 6
7 27 22X 2,79 2432,
8___A(2m+x)—1(m+29:)+9 N
= - _ |
4760 . 5,75 — 1360 . & --2116,1 . 1,606
8= o : = — 1551, 5
e A.km—1.6m _ 4760 . 10 — 1360 . 13
- b, - A = 6800
5
10— I.3m.—-9.z—-—14.g
2.2 5
1360 . 7,5 — 2116,1 . 1,606 — 6800 . 1
vw._. 912 | = 6350, 7
A @ —1.32 ~4760.5,75 — .2,25
o A2Mm+7) L = 5,75 — 1860-2,2% 406, 1
y 1,677 ,
1.6 1 |
B mA1k3 1360 . 15 4 6800 . 1 — 8468, 2
= o = 3,212

La détermination graphique de ces forces se trouve également
indiquée (P1. XII, fig. 195). Le procédé n’offre rien de particulier,
si ce n'est pour le point d. En effet, la résultante ad des forces
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~ connues 5, 4, II doit étre décomposée suivantles trois directions

' 7,9,8,qui se coupent au méme point. Le probléme se trouve
par conséquent indéterminé. Pour le résoudre, il nous faut avoir
recours a une hypothése, et nous poserons la condition 5=9. Nous
ménerons par les points a et d des paralleles aux forces 7 et 8 et
tracerons entre 7 et 81a force bc =19, symétriquementa la force 5.

Fermes employées dans le cas de faibles portées

La ferme reprééentée (P1. XII, fig. 201) a une portée 1—=10=,00,

. h 2
une hauteur ~=4=,00, d’ou le rapport 7=%- Supposons Ja couver-

ture faite en ardoises, le poids permanent sera alors de 50 kilos
par M*; quhant aux surcharges, celle due 4 la neige, de 53'5, et
celle due au vent, de 87,56 par M.

Si les fermes se trouvent placées a un écartement f==3=,00,
chacune d’elle portera une surface :

9.2V5  + bk =3.2.6.2=37me?

La charge qui se concentrera sur une ferme pourra s’évaluer
ainsi :

Charge permanente.. . . . 50 . 37,2 = 1860 kilos.
Surcharge (neige).. . . . . 53,6 . 37,2 — 1990 —
Pression due auvent. . . . 87,5 . 37,2 — 3255 —

| ToraL. . . . 7105 kilos.

Les forces agissant en chaque noeud supérieur seront :
7105 ‘
[=11=1T= = 1776 &,2.

D’ou la valeur des réactions :

' 3% 1776,2
A:B:~§E—L=%%&5

L’épure correspondant a ce cas est tracée (Pl. XII. fig. 202).
Le tableau suivant résume les résultats trouvés :

1 =8= ——/4310 kilos. 2 = 9 = 3370 kilos.
4= 6 = — 2860 — 5 = 1776 —
3 =7=— 1450 — '

13
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La ferme représentée (Pl. XII, fig. 203) a la méme portée et la
‘méme hauteur que la ferme précédente et se trouve de plus sou-
mise a V'influence des mémes charges.

Nous supposerons ici que la ferme proprement dite est 1a pou-
tre abcd et que la charge II se rapporte aux points & et ¢ par
lintermédiaire des arbalétriers be et ec. Les arbalétriers peuvent
donc étre considérés comme nécessités par la forme & donner &
la toiture.

Portons (Pl. XII, fig. 204)la force II en or et décomposons-la
suivant des paralléles aux éléments be et ec. Les droites os =25" et
sr==6 représenteront les forces reportées aux points & et ¢ par
Pintermédiaire de be et de ec.

Reste a déterminer les efforts dansla poutre abed. Nous en tra-
cerons facilement 'épure en observant qu’au point & agissent

les forces I et 5’ et au pomt ¢, les forces Il et 6.

1+11+m

Pour cela, portons en ¢¢ la réaction A—=——— et décompo-

sons-la suivant les directions 1 et 2. La force 1 composée avec I
et 5 a pour résultante vs =3 ; de méme la force 3, composée avec
IlTet 6" donnera la force vn=4. Cette derniére, composée avec 2,
devra nécessairement avoir pour résultante la réaction B.

Le tableau suivant résume les résultats relevés sur cette
épure :

1 = & — — 4310 kilos. 5 = — 4420 kilos.
3 =— — 2270 — 6’ — — 1420 —
_2 == 3370 —

Si nous comparons ces résultats avec ceux trouvés pour la
ferme (fig. 201), nous verrons que 'avantage est pour cette der-
niére. Par contre, la ferme (fig. 203) se compose d’un nombre
moindre d’éléments. Mais cette ferme, pour ne pas travailler 4 la
flexion, doit toujours se trouver surchargée symétriquement par
rapport & son axe. Si donc nous posons comme condition que les
éléments constituant cette ferme ne doivent résister qu’a des ef-
forts de traction et de compression, il s’en suit que nous ne pour-
rons employer ce mode de construction que dans le cas ou elle se
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trouvera 4 l'abri du vent, par exemple pour couvrir une cour en-
tourée de murs. | |

Comparaison de quelques systémes de fermes

Les fermes représentées fig. 205, 207, 209 et 211, Pl. XIII, ont
toutes méme portée, méme hauteur, et supportent de plusles mé-
mes charges. Elles ne différent que par la disposition des barres
de treillis. La premidre de ces fermes est une ferme Polonceau,
la troisiéme et la quatriéme sont du systéme anglais; quant ala
deuxiéme, elle a toutes ses barres de treillis inclinées sur la ver-
ticale.

Pour comparer ces différents systémes, nous les traiterons tous
quatré ensemble.

La portée de ces fermes est I =25=,00, leur hauteur 2=5",00,

. R : o ;
d’ou le rapport 7 = 5. Deux fermes successives de meéme systeme

sont placées 4 un écartement ¢ — 6=00.
Si nous supposons latoiture en tole plane galvanisée, assujettie
sur des corniéres, nous pourrons évaluer les charges au métre
_superficiel ainsi qu'il a été dit plus haut.
Charge permanente. . ... 25 kilos.
Surcharge (neige).. ..... 28 —
Pression due au vent. .... 3% —

Torav. ... 87Kkilos.
Chaque ferme portera une surface :

6.2VE: L 12,8°= 6.2. 13,5 = 162 M2
ou bien un poids de |
162, 87 = 14094 kilos.

Les charges agissant en chaque noeud supérieur seront
14094

[=H=M=IV=V=VI=VI=-"-= 1761k,75.
D’ot la valeur de réaction :
1761,75 . 7 |
A =B= ————— — 6166K,19.

2
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Les épures correspondant & chacune de ces fermes sont tracées
(Pl. XIII, fig. 206, 208, 210 et 212), et le tableau suivant résume
les résultats relevés sur ces épures :

S ————— S ————————————yoa— s e
FERME POLONCEAU FERME A TREILLIS FERME ANGLAISE FERME ANGLAISE
INCLINES :
fig. 205 et 206 fig. 209 et 210 fig. 211 et 212
fiz. 207 et 208 ,
. Ardalétriers
1 =26 == — 16600 k. =92%6=—16600 k.{ 1 =925—=—106600 k.! 1 =26 = — 16600 k
4 = 22 = — 15950 4 = 28 —= — 15040 4= 22 =— 14250 4 =22 = — 16600
8 = 18 = — 15300 8=18=—12800 | 5=18=—11900 | 8=18=—14210
12=15=—14650 [12=15=—10500 [10=14=— 9350 [12=15=—11820
Entraits -
2 =27 = 15440 k. 2 =27 = 15440 k. 2 = 24 = 15440 k. 2 = 97 = 15440 k.
6 =24=13220 6 = 24 =13210 8 = 20 = 13260 6 —=24=13210
14 = 8780 10 = 20 = 10980 12 =16 = 11080 10 = 20 = 10980
14 = 8750 14 = 8750

Barres de treillis comprimées

=2 =11 =17 =— 1640 k. 3=25=--1840 k. 3=23=-—2300 k. 3=135=—1760 k.
7=21=-—3280 7 = 21 =—2500 © T=19 =—2860 7 =21 = -—2670
11 =17= — 3280 11 =17 =-3180 11 =17 =— 3520

Barres de treillis tendues

5=9=19=23=2220 k. 5:23—-14001; 5=21= 900 k. 5 = 23 = 2840
10 =20 = 4440 9 =19=2300 - 9=17=1800 9=19 = 3480
13 =16 = 6660 13 =16 =23200 13 = 5400 13 =16 = 4180

P

~——

Poutre a treillis symétrique

Soit 1= 20" la longueur de la poutre représentée Pl. XIV, fig.

R13,et A=2" sa hauteur ; le rapport entre la portee et la hauteur

1

est donc T =10

Soit de plus I=II =MI—=IV=V =4, les forces qui agissent
aux nceuds supérieurs. Les réactions des points d’appui auront
par suite pour valeur A=B=10"
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Construisons (fig. 214) le polygone des forces avec une tension
horizontale 2 ==2m et (fig. 215) le polygone funiculaire corres-
pondant. Les ordonnées tracées dans ce dernier représenteront
alors les efforts développés dans les membrures & une échelle
deux fois trop grande, et nous aurons :

29— 18 = {0t — 16 =— — 16!
6 =14—=22 8§ —12=——24%
10=126

La construction des efforts agissant dans les barres de treillis
se trouve indiquée (fig. 216). Ces efforts sont représentés par des
traits, soit doubles, soit simples, suivant que la barre de treillis
correspondante est comprimée ou tendue. Les indices placés au
milieu (fig.- 216) correspondent a la poutre (fig. 213). Le tableau
suivant résume les valeurs relevées sur 1'épure, savoir :

1 =19 = — 144,15 3=17=284149
5=1=— 8,49 7T=13=2,83
=11 =— 2,83

Poutre en ireillis avec montants travaillant
a la compression

La poutre représentée (Pl. XIV, fig. 217) a 1la méme portée, la
méme hauteur que la poutre (fig. 213); elle se trouve, de plus, sou-
mise i l'action des mémes charges, d’ot :

{ =230 s h=2m ‘
I=ll=1l=1V=V =4t ; A=B=10!

Les ordonnées du polygone funiculaire (fig. 216) représentent
les efforts dans les membrures en double grandeur puisque z==2n:.
Les indices supérieurs de la partie gauche se rapportent a ce cas,
savoir :

2 =36 =—10¢ 7 = 34 = {0t
b —=32=—16 10 = 30—=16

8§ —=28—=—22 14=26= 22

12 =2k = — 24 18 =22 =24
16 =20 =—26

Les efforts développés dans les barres de treillis sont indiqués
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sur la partie gauche de la (fig. 216), également au moyen de
lignes de pointillés doubles et simples. Les indices inclinés se
rapportent aux barres inclinées et les indices droits inférieurs
aux montants. Le tableau suivant résume les valeurs de ces
efforts :

1 =37=14%15 3=235=—10¢
5—9—=33=29—= 8,49 T=M1=27T=3=— 6
13 =17T=21=25=2,83 - 13=923=—=— 2

199=— 4%

Les mémes valeurs se trouvent également dans le polygdné
des forces (fig. 219). Ainsi, par exemple :

10=30—=4=—32—=2.Ya—2 . B'—= 16t
25 —=26=8=—28=2 . YB=2 . {{t=22¢

Poutre en treillis avec montants travaillant
a la traction

La poutre représentée (Pl. XIV, fig. 218) a également la méme
portée et la méme hauteur que les precedentes et porte les mé-
mes charges, c’est-a-dire :

I=20m ; m==2n
I==Ml=IV=V =4t ; A= B =10t

Les efforts développés dans les membrures sont tracés en traits
pleins sur la partie gauche dela (fig. 215); mais, cette fois, les
indices inférieurs sont & considérer. o

Quant aux efforts agissar.t dans les barres de treillis, ils se trou-
ventindiqués (fig. 215) aumoyen de traits pointillés et & gauche.

Les valeurs relevées surl’ epure donnent pour les membrures

=4 = — 10t 36—= 2=10t
8§—=28—=—16 3= 6=186
12 = 24 — — 22 30=10=22
16 =20 = — 24’ 26 =14 = 24
. 18= 26
pour le treillis :
33=29=5=90=—8,49 27 =23 =14 =15 = 9t

2% =21 = 13=17=—2 83
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Epure d’'une ferme composée de poutres
de plusieurs systémes

Soit (Pl. XIV, fig. 220) une toiture représentée par ses trois
projections, ayant en plan 35= de longueur et 28" de largeur, et
ayant en élévation comme plus grande hauteur :

B hy = 375 + 2m,333 = 3,833,

Les deux fermes principales qui composent cette toiture sont
dessinées (fig. 220) & une échelle double, et I'une d’elle se trouve
indiquée en plan par les lettres mn.La poutre principale est repré-
sentée dans 1'élévation parla ligne brisée mbrn, quant & la poutre
bkr, elle ne constitue 4 proprement dire quun couronnement
exigé par la forme de la couverture.

Les deux fermes principales se trouvent placées a un écarte-
‘ment de 20™ et sont réunies entre elles par l'intermédiaire de
deux poutres en treillis de 20™ de portée et aux murs de cldture
par quatre poutres de 7™ 50 de portée. Ces poutres ont une hau-
teur de 3,50 et sont désignées en plan par dp et bz ; elles sont
de plus dessinées 2 une échelle double [ (Pl. XIV, fig. 229) et

(Pl. XV, fig. 231) ]. :

L’espace compris entre les deux fermes principales et les pou-
tres en treillis sur une longueur de 20 et une largeur de 14™
doit rester libre, ainsi que ceux compris entre les poutres en
treillis et les murs de cloture sur une longueur de 14™ et une lar-
geur de 7™ 50. |

Cette toiture ainsi qu’on peut le voir se composera donc de 7
fermes Polonceau a une seule bielle (fig. 223) et de 7 fermes de
la forme indiquée (fig. 225). |

Si nous supposons maintenant que I’espace compris entre les
poutres en treillis doit étre vitré et le reste couvert en tdle ondu-

lée galvanisée et si nous choisissons comme rapports de la hau-

teur & U'ouverture des supports % pour la partie vitrée eti— pour
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la partie couverte en tole ondulée, nous pourrons estimer ainsi
qu'il suit les charges au métre superficiel de couverture.

Partie vitrée:

Charge permanente. . . . . 60 kilos.
Surcharge (neige) ... . ... 56 —
Pression du vent. . . . . . . 28 —
‘ Torar, 144 Kkilos.
Partie couverte en tdle ondulée : |
Charge permanente . . . . . . 24 kilos.
Surcharge (neige). . . . . .. 53 —
Pressiondu vent . . . . .. , &b —

ToTAL 122 kilos.

Nous avons représenté sur la gauche du plan au moyen de li-
gnes pointillées les différentes surfaces qui se reportent sur cha-
que poutre.

Les fermes principales mn portent en plus chacune la moitié
du poids des poutres en treillis, qui s’attachent sur elles. De
méme la poutre bp portera en plus la demi-charge provenant des
cing fermes Polonceau et des cinq autres fermes plus petites.
Quant a la poutre bz, elle se trouvera encore chargée par la
ferme Polonceau v et la poutre st.

Il nous reste & déterminer les efforts intérieurs pour chaque
élément entrant dans la construction. Pour cela, calculons la lar-
geur de la toiture suivant l'inclinaison. Nous aurons :

mb = \/?n? 4 R == 12 F 3,57 = Tm823
bk =V b’ I 2, =72 + 2,332 ="7m 375,

| 1° Caleul de la ferme ef (fig. 223) :
Les forces agissant sur cette ferme sont:

I =1, =Ill;=23,333 . 3,68 . 144 == 1770k
et les réactions des appuis :

A, =B, =l +”§+ uy _3 . %770_-: 2655k,
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Le pblygone des forces (fig. 224) nous fournit les résultats sui-

vants : '
1 = 14 = — 8420 kil. =10 =8000

= 8= —"7850 — 6 = 5340

5= 7 =2650

3= 9=—1670 —
2° Calcul de la ferme ce (fig. 225) :
I = 3,333 . 3,012 . 122 = {589%
A.u = Bn = 1255 ] 794“5

Le polygone des forces (fig. 226) nous donne les valeurs sui-

vantes : .
{ =4=-—1780 kil. 2 =1580 kil.

3=—1589 5 = 2260

3° Calcul dela ferme st :
La ferme st a la méme forme que la ferme ce, mais supporte

une charge un peu plus forte.
In=3,75 . 3,912 . {22 = {789%

I
Am = Bm = -—EE = 894X,5.

Les efforts intérieurs sont donnés par le polygone des forces

(fig. 226).
, — 1993 kil. 2 = 1770 kil.

— 1789 — 5= 2520
4° Calcul de la ferme tv :
Cette ferme est de construction analogue & celle de la ferme

ef, mais se trouve un peu plus chargée.
hrvi= Iy = ULy = 3,75 . 3,68 . 144 = 1987*

3.1987
—=2980k,

Ay =— v = 9

l=4=
3=

Les efforts dans chaque élément de cette ferme pourront se
déterminer ainsi que nous I'avons fait pour la ferme ef ou bien
encore plus simplement.en multipliant les résultats trouvés (fig.

224) par le rapport !If;v--:%?. D’ot le rapport ci-dessous :
2 == 10 = 8930 kil.
6= 5950 —
B— 7—=2960 —

1=1 ::—--9400kil.
b= 8=—8780 —
3= 9=—1850 —
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5* Calcul de la poutre bp (Pl. XV, fig. 231) :

In
Iv_.llv.._lllv_lvv__vv:—+—3‘—:AI 4 Ay

U I A — 885 794,53 -+ 2655 -+ 794,85 = 5129k

5.5129
; - = 128295,

Ay =By =

Les résultats suivants ont &té relevés sur l'épure (Pl. XV,
fig. 232).

2 = 20 = — 12200 kil. 6 — 18 = 12200 kil.
b—=—16 = — 19529 — 10 = 14 = 19520 —
8 =12 =— 21940 -- =21 = 18000 —
3=19=—12820 — B5=17=10800 —
7T=15=— 7690 — 9—13 = 3600 —
11 = — 5130 —

6° Calcul de la poutre bz (fig. 229) :

IIII

I
Ly =5 + 5 - Am + Arv = 894,5 + 003,5 +- 804 542080
Ivi = B762k,5

Tv
Avx— Bvi= —2—— 2881k 25

Le polygone des forces (fig. 230) fournit les résultats ci-des-
sous :

9 = & = — 3060 kil. { = % — 4290 kil.
3 =—5762,5

7° Calcul de la ferme principale mn (fig. 220):

Les forces qui agissent sur cette ferme peuvent se grouper
ainsi qu’il suit :

I

I
=VII=3 ;“ 794,5 - 89%,5 = 1689%

I
11~—-v1-+“’+ e Ay A =
11 == VI = 844 a+496 7a+442,a — 192487,5 |- 2881,28 = 17487%,5
]
=1V = V:-+—“—’——880+9935——4878k5

- 14141041V 4 V- VI VII
- A=B= 5 ' <
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1
A=B=; (2.1+2.u+3.1u)

A=B=1689 -} 174875 + g 1878,5 == 21994k 25
Soit A = B = 22! (en chiffres ronds). 7
La partie de la toiture qui se reporte sur la moitié d'une ferme
principale est indiquée sur le plan a droite par un trait pointillé.
Nous pourrons done encore, au moyen de cette surface, calculer

la valeur de Ia reac’uon A, ce qui servira de contrdle au calcul
donné ci-dessus. Nous aurons en effet : | '

A=B=13,75. 7,375 . 144% 13,75 . 3,912 . 122k
3,333 | 3,750
+1.956 ( - -——-)422k

A =B = 14592 |- 6558 | 844 = 21994k
Soit A =B=22!

Il résulte du genre méme de la construction de cettetoiture que
toutes les forces pourront étre considérées comme agissant aux
neeuds supérieurs. L’épure de la ferme principale mn (fig. 220)
est tracée (Pl. XIX, fig. 221); elle fournit les résultats sui-

vants :

1 = 25 — — 48800 kil. 9 =24 = 43620 kil.
5 =92 = — 46940 — 6 =20 =— 41920 —
8 =18 == — 44720 — 10 = 16 = 44720 —
12 = 14 = — 45640 — 7=19= 3960 —
3=23—=— 1900 — 11 =15 = 1250 —
B—9l=—— 875 — '
=147 =—— 28{7 —

{13 =— 1878 —

Si la poutre en treillis (PL. XV, fig. 231) se trouvait remplacée
par la poutre (Pl. XIV, fig. 227), I'hypothése faite ci-dessus ne
serait plus admissible, ¢’est-a-dire que la force Il ne pourrait plus
étre considérée comme agissant en b (fig. 220). Dans ce cas, il
faudrait admettre que | la charge, qui se repartlt sur cette poutre,
vient se concentrer au point inférieur @ de la ferme principale.
Alors, les forces 2 et 3 seraient & composer au point @ avec
la force- II et leur résultante & décomposer suivant les direc-
tions 5 et 6,
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Ce tracé se trouve également fait sur I'épure (fig. 221) ol la

force II se trouve placée en ob. La résultante II 42 -} 3, décom-

posée suivant les deux directions b et 6, donne en fb==6 et en
3==>5 les valeurs cherchées, comme l'indique le tracé pointillé.
La force b est alors dans ce cas augmentée de laquantité od=II.
Quant aux autres forces intérieurcs, elles conservent la méme
intensité. (Voir & ce sujet le tracé pointillé donnant les forces
7 et 8).

Sila force II se répartit par moitié au nceud supérieur b et au

. . . , 11
nceeud inférieur e, il faut alors porter sur 'épure la force — en
P 2

od ou la ligne g® représente la force 5. Dans ce cas, la force 5 est
plus grande de la quantité —g que dans celui ot la force II se con-

centre entiérement en 5. Quant aux autres forces, elles conser-
vent la méme intensité. (Consulter a ce sujet le tracé en-poin-
tillés.)

Les barres de treillis figurées en traits pointillés (Pl. XIV, fig.
220, 225, 227 et 229, et PL. XV, fig. 231) sont & considérer comme
éléments complétant la construction.

La poutre (Pl. XIV, fig. 227), a 20 de longueur et 3®,50 de
hauteur. Les charges qu’elle supporte sont les suivantes :

Iy =1y == llly = 1Vy = Vy = 5129 kil.
Quant aux réactions des appuis, elles ont pour valeur :
A =D = 12822,3,

L'épure (fig. 228) donne la grandeur des forces développéeé’

dans chaque élément de cette poutre, savoir :

4 =19 = — 17680 Kkil. 2 = 18 = 12100 kil.
b—16=— 15780 — 6 = 14 — 19440 —
8 =12 =— 27400 — 10 =22000 —
b—=15=— 8380 — 3=17= 83580 —
9=l =— 2900 — 7:=13 = 2900 —

Poutre parabolique a membrure supérieure,
de section constante

La poutre parabolique (P1. XVI, fig. 244) a une portée ]—36m et
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une ﬂeche m——é =6 . Soit, de plus, {=8" I'écartement des

deux poutres consécutives. Pour calculer les charges qui se con-
centrent en chacun des nceuds d’une poutre, nous supposerons la
vraie surface de la toiture remplacée par un plan passant parl'un
des points d’appui et par le milieu de la membrure supérieure.

2

[2

La largeur de ce plan est alors z— - om? == 182 2 = 18m 08,

11 suitde 'hypothése ci-dessus que le vent exercera une action
plus forte sur ce plan que sur la vraie surface de la toiture ; par
contre, la neige aura une influence moindre. Si la couverture est
supposée faite en tdle ondulée galvanisée reposant sur des cor-
niéres, la charge uniformément répartie par metre superficiel
pourra s’évaluer ainsi qu'il suit :

Charge permanente. . .. 22 kilos.
Surcharge (neige)... ... 56 —
Pression du vent. . . . .. 28 —

| TOTAL.. . . . . 106 kilos.

Sur chaque ferme se répartit une surface de :
22.8=2.18,98.8=303m2,68,

La charge totale sera :
303,68 . 106 = 32190%,08

D’ou la valeur des efforts concentrés sur chaque neeud :

32190,08

I=l=M=........ VIII = 3576%7

“ou la force du vent entre pour 945 kilos.
Quant aux réactions des appuis, elles sont :
| 3576,7 . 8

/
Prenant alors 2 =2m =12",20, nous trouverons (fig. 246) la

valeur de la force constante agissant dans la membrure supe—

rieure :
h=2Y,=2. 11492 =23t 8L,

En appliquant & la recherche des efforts développés dans les
autres éléments de cette poutre laméthode donnée page 1564, nous
pourrons dresser le tableau suivant :
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1 —h=—6=10=14—=18=22 =26 =29 = — 23,840 kil.

— 25 = — 2,700 kil. 9=98= 19,000 —

9 =U=— 400 — 8 =2 —= 22,400 —
13=17=— 1,400 — 12=20= 22,800 —
16 = 23,840 —

3=27T= 4,320 —

T=23= 520 —

MH=19= 4,640 —

15—= O —

Poutre parabolique a membrure inférieure
de section constante

La poutre représentée (Pl. XVI, fig. 248) a la méme portée, la
méme fldche que la poutre parabolique précédente ; elle se trouve
de plus soumise & I'action des mémes charges.

Nous avons alors :
1==36,00 ; m=06m,00
[==lI=ll=......=VI=34,5767
A  B=1413068

Sous l'influence de la surcharge s’étendant sur toute la lon-
gueur de la poutre, 'effort développé dans la membrure infé-
rieure est constant.

Or, # =2m. D’ou il suit : |

18=12Y,=2. 11,92 = 23t 84,

Les barres de treillis ne supportent aucun effort sous la sur-
charge totale. Le polygone des forces o'ch, tracé en pointillés
(fig. 245), donne la valeur des forces agissant dans les différents
éléments, savoir : | |

2=6=10=14==18=22=26 =30 = 32 =23',84
=33 =-—27'8% ‘

§ =28 =— 26,18

8= 2 == — 24,96

12 = 20 == — 24,14

16 = — 23,84

Si nous supposons maintenant que la partie droite de 1a poutre
se trouve seule soumise a l’action du vent, il faudra alors négli-

ger pour la partie gauche V’effort du vent, et nous aurons:
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T =Il =1 =1V =1 — 04,945 == 3,576 — 0,945 = 2,631.
Dans ce cas, les réactions des appuis deviennent :
A = 11458 ; B=13%25,

Ces réactions étant inégales, il en sera de méme des efforts
développés dans les éléments composant la poutre.
Le tableau suivant résume ces efforts :

1 = — 224,30 2= 19%%
f=-—21,20 6= 19,42
8 = —20, 30 10= 19,80
12 =— 20, 06 4= 20,50
16 =-— 20, 52 18= 21,18
20 = —21, 72 22 = 2I,18
== — 22, 76 25 = 24,50
28 = — 24, 10 30= 21,80
33 = — 25,70 2= 21,9
5=-— 0,2 3= 0,20
9=— 0,64 7= 0,48
13=— 1,20 = 0,96
17=— 1,28 5= 1,02
2= 0,54 19= 0,00
W= 0,48 93 = — 0, 40
29= 2,60 221 =— 0,36

3 =— 0,20

Poutre en forme de croissant

La poutre en forme de croissant, représentée (Pl. XVI, fig.
R49), a sa membrure supérieure identique a celle de la poutre
(fig. 248). Elle a, de plus, méme portée, méme fidche et se trouve

soumise a 'action des mémes charges, d’ou :

1=36m,00 ; m=6m,00
I==I1I=.....=VII=3%76. A = B = 144,306.

\ . . . 1
Quant a la membrure inférieure, elle a comme fléche M=
1=,50. |

En opérant comme nous 'avons fait plus haut, nous aurons :
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Y,. h
16 =18 = ——
» : . 4m
Or, h=2m, d’ot il suit :
8
16 = 48=§Y4:aiit,92_—: 314,79,
Sous l'influence de la charge totale, les barres inclinées du
treillis ne se trouvent soumises & aucun effort.
Quant aux forces agissant dans les différents éléments de la
construction, nous les trouverons dans le polygone des forces
(fig. 250), et nous pourrons, par suite, les résumer dans letableau

ci-dessous :

1 =33 =—237414% 2 = 32 = 324,08
=28 =—3%90 6 =30—=231, 92
8 =24 =-—33,20 10=26 =31, 80
12=20=—32, 14 14=22=31,74
16 = — 31,79 18 = 31,79
2 3=31= 1,19
T=27= 1,19
11=23= 1,19

15=19= 1,19

Dans le cas ou le vent n’agira que sur un seul ¢6té, les forces
intérieures seront les suivantes :

1 =— 30,86 2 = 26478
b=-—129,20 6 = 26, 60
8 —— 28,26 10 = 26, 68
12 = — 28, 40 14 =27, 10
16 — — 20, 10 18 =28, 12
20 = — 29, 40 22 =129, 40
24 = — 30, 72 26 = 30, 00
28 =—32, 80 30 =230, 50
34 =—33,20 32=230, 68
5= 0,20 2= 1,20
9= 0,60 7= 1,00
13 = 1, 44 1= 0,60
17= 1, 40 15= 0,20
2l —=— 0,36 19= 0, 44
25 =—=— 0,58 23 = 1,42

2W=— 0,4k 7= 1,36
' 3= 1,30
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Ferme reposant en deux points intermeédiaires.

La ferme représentée (Pl. XVI, fig. 251) a une longueur
[=30=,00. Quant & ses points d’appui, ils sont a 92,00 de distance
de I'axe de la ferme et se trouvent de plus de 0®,50 en contre-bas
des extrémités de la poutre.

Nous avons admis une couverture en zinc sur toute la largeur

o s . . . R I
du toit, & ’exception de la partie milieu, soit 7, qui se trouve
vitrée. | |

, k3 1 . ,
Or, comme nous avons pris 7 =z;=75, NOus pourrons estimer

-la charge, au métre superficiel, ainsi qu’il suit :
Pour la partie couverte en zinc:

Charge permanente. .. . . 24 kilos.
Surcharge (neige). . . . . 56 —
Pression du vent. . . . . 28 —
ToTAL. . . 4108 kilos.
Pour la partie vitrée : |
Charge permanente. . . . 60 kilos.
Surcharge (neige). . . . . 56 —
Pression duvent.. . . .+ 28 —
TorAL. . . . 14k kilos.

La demi-largeur du toit est:

T = \/(%)24— hE— \/15'2+ 52— 15m 77,

Si les fermes sont supposées a un écartement £ =5=,00, il s’en
suit que chacune d’elles supportera une surface de couverture :
2. 15,77 . 5,00 = 157m2,7

dont la cinquidme partie se trouve vitrée. La charge est donc la
suivante.
Pour la partie couverte en zinc :

126,16 . 108 = 13625%,28 ;
14
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Pour la partie vitrée :
| 31,54 . 14h = 4341k 76.
D'out : |
A 4 B = 18167,0%.
Les pannes se trouvant écartées de 3,00, les charges qui se
concentrent en chaque noeud auront pour valeur :

1
I =XI= T 13623,28 — 851k,58
H=Il=IV=VIl=IX =X=2.1=1703k,16

1
V= VII=1-4 - 4541576 = 851,58 + 1135 44 == 1987%,02

i
V= > 4341,76 — 2270%,88.

On voit, & la simple inspection du polygone des forces (fig. 252),
que, sous l'action de la charge totale, les effortsintérieurs sont
relativement faibles. Le tableau suivant résume les forces déve-
loppées dans chaque élément :

2 = 36 = — 2100 Kil 1 =37 =2200 Kil.
6 =34 = — 4210 » b =32 =2200 »
9 =29 = — 8410 » 8 =28 = 4420 »
12 =24 = — 1340 » 10 =30 =1280 »
16 =20 = — 3910 » 14 =26 =23760 »
13 =285 = — 4090 » 18 =22 — 4130 »
17T=2l =— 670 » 5=33=2610 »
3=135=—1700 » 11 =27=2880 »
7T=31=—2560 » 15 =23 = 490 »

19 = 1300 »

Pour rendre la construction plus claire, nous avons tracé (fig.

253) une partie de I’épure a une échelle trois fois plus grande.

Ferme reposant en deux points avec marquise
d’'un seul cote.

Soit (P1. XVI, fig. 254) une ferme reposant en deux points et
dontl’appui gauche se trouve a une distance 7, = 6,00 de 'extré-
mité de la ferme. Soit de plus 2=10"50 I’écartement des deux
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points d’appui, et 2 = 4,00 ; b, =1",40; h,= 0™,60, les différentes
hauteurs de la ferme. |

Supposons les fermes distantes d’une longueur ¢ = 4*,00.
L’inclinaison dela toiture de la marquise est :

—— g T LTI e

Le poids au métre superficiel pour une couverture en zinc sera
par suite :

Charge permanente. . . . 24 Kkilos.
Surcharge (neige). . . . . 59 —
ToTaL. . . . . 83 kilos.

L’effet du vent pouvant &tre négligé sur cette partie de la toi-
ture. Quant & 'autre partie, elle a comme largeur :

12 2 — ——a
\/[h — h,} + 1= \/2,6“ + 10,3 == 10m,82

et comme inclinaison :

h—hy 2,6
I T 103

. . 1
soit en chiffres ronds --.

La surface #r étant vitrée, nous pourrons établir les poids au
métre superficiel ainsi qu’il suit :

Pour la partie couverte en zine :

‘Charge permanente . . . 24 kilos.

Surcharge (neige) . . . . 53 —

Pression du vent . . . . 45 —
ToraL . . . . . 122 kilos.

Pour la partie vitrée :

Charge permanente . . . 60 kilos.

Surcharge (neige) . . .. 53 —

Pressionduvent . . . . . kD —

TOTAL . . . .. A58 kilos.
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Ges charges une fois déterminées, il nous sera facile de calcu-
ler les forces qui se concentrent en chaque neeud, savoir :
‘ = 1m,00 . 4m,00 . 83% = 332%,00
H=1ll=2.1=664%,00
V=2m319 . 49,00 . 122% = 1131%,67
v =B +-X4-=709,22
P) 3 |
VI= VII = 3m,092 . 43,00 . 158 == 1954,24.
La surcharge totale est donc égale 4 :
A + B = T409™,37. |
Les réactions étant d’intensité différentes, nous en avons déter-
miné la valeur au moyen du polygone des forces oabd (fig. 256)
et du polygone funiculaire afydnvporp (fig. 255) et nous avons
trouvé :
A =qac=53583k
B=¢b = 1825.
Si pour déterminer la valeur de A, nous établissons I'équationr
des moments en les rapportant au point o, nous aurons :

Al —[332 . 16,5 4 664 (14,3 + 12,5) + 709,22. 10,5 + 1131,67. 9
-+ 1954,24 (6,0 4+ 3,0)] = 0

__ 5478 4 17928 - 7446,81 + 10185,03 4- 17588,16 58626
= 10,5 10,5

A == 5583k, 4.

En appliquant au tracé de ’épure laméthode indiquée plus haut,
nous obtiendrons les résultats suivants :

2= — 1550 Kil. - 1 =1500 Kil.

6 —= — 33500 » b= 2460 »
10 =— 4570 » 8 = 3800 »
13 = — 5660 » 12 = 4460 »
16 == — 0860 » 15 = 2420 »
20 = — 1830 » 18 = 1980 »
2% — — 0750 » 22 =1610 »
14 — — 0700 » 25 = 2160 »
17=—2180 » 5=10520 »
19=—10390 » 9=0810 »
23 = —2200 » 11 = 0160 »

3=—1210 » ‘ 21 =0390 »

7=—1390 »
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Pour 'plus de clarté, nous avons tracé (fig. 257) une partie de
I'épure & une échelle plus grande.

Ferme pour marquise a fiches et contrefiches.

Soit (P1. XVII, fig. 262) une ferme d’une portée I=6™,00 et de

: ko1
hauteur maxima »=1",50, d’ou =5

Siles fermes sont 4 un écartement ¢=3",00, chacune d’elles
portera une surface :

3,0 .\ T 7==3,00/ 6 | 1,5° = 3,00 . 6,18 = 18m" 54,

Supposons la couverture en zine, le poids par métre superficiel

sera alors : )
_Charge permanente . . . 24 Kkilos.
Surcharge (neige) . ... B3 —
Pression du vent . ... 45 —
ToTaL . . ... 122 kilos. -

La charge, qu'une ferme aura & supporter, sera :
‘ 122 . 18,54 — 2261k 88,

Quant aux charges concentrées en chaque noeud, elles seront :

2261,88
I = e == 282K, 8
8
2261,88 -
I =lI=IV= Y = 565¥,47.

Pour déterminer les efforts développés dans chaque élément,
nous commencerons par décomposer la force I suivant les direc-
tions 1 et 2 et ainsi de suite (fig. 263). Le tableau suivant donne
la valeur des efforts relevées sur I'épure:

2 = —1120 Kil. == 1160 Kil.
6 ——2250 » =1930 »
10 =—3370 » 8=3020 »
14 = — 4470 » 12 = 4130 »
3=—0510 » 5=0530 »
T=-—0620 » 9=0810 »

141 =— 1160 » 13 =1060 »
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Ferme pour marguise a montants et contrefiches,

La ferme représentée (Pl. XVII, fig. 264) différe de la ferme
précédente dans la disposition des barres de treillis; elle a la
méme portée et se trouve de plus soumise & l'action des mémes

charges.
Nous avons alors:

1= 6m,00; h=1m30
I= 282K 8; Il == 11 =1V = 565 47.

Les valeurs ci-dessous données, ont été relevées directement

sur I'épure (fig. 265) :

2 =—1120 Kil.
6=—2250 »
10 =—23370 »
1= — 4470 »
3=— 3570 »
=— 850 »
11 =—1130 »

Consoles.

1 = 1160 Kil.
b =1160 »
8 :2310 »
12 = 3470 »
5=1270 »
9=1430 »
{13 = 1590 »

Soit (Pl. XVII, fig. 226) une console de longueur /= 4™ et de
hauteur k= 1m; sur cette console agissant les forces :

I = 4000%os

I = [T == 1V = 1000%os,

Le polygone des forces (fig. 267) donne les efforis développés
dans chaque élément, savoir :

2= — 6030 Kil.
S 6=-— 7880 »
10 =— 12500 »
14 = — 18250 »
3=— 1000 »
T=— 3680 »
He==— 7000 »

1= 4500
4= 4500
8= 7500
12 = 12500
B== 4000
9== 7800

13 = 9130

Kil.
»
»
»
»
»

P
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Ferme & entrait surcharge.

Soit (Pl. XV, fig. 242) une ferme dont I'entrait doit supporter le
poids du plafond. Il s’ensuit que dans cette construction les nceuds
inférieurs seront aussi chargés.

Soit /=20™ la portée de la ferme et 2=6", sa hauteur; d’ou
le rapport %== -26—0. Soit, de plus, = 4", 'écartement des fermes.

Chacune d’elle portera alors une surface de couverture égale & :

4.2. \/2‘6 46 =4.2. 11,66 =93™ 28.

Supposons la couverture en ardoises reposant sur lattis métalli-
que ; la charge par métre carré de couverture sera:

Charge permanente . . . 50 kilos.

Surcharge (neige) . . . . 60 —

Pression du vent . . .. 50 —
Toran . . . . . 160 Kkilos.

La charge qui se concentre sur une ferme sera par suite :
93,28 . 160 == 14924kos 8
You :

14924,8
= l=1ll= '-‘—4———"'—'3 373‘1k,2.

Si nous estimons A 100 kilos par metre carré, le poids du
plafond, 'entrait portera donc:
20 . & . 100 = 8000kos
d’ou:

8000
I'==l'=...... ."—-‘=VII’="—-—§-—-=1OOO“°S.

Les réactions des appuis seront :
A =B = 9506%%,8, |
Le polygone des forces (fig. 243) donne la valeur des efforts
développés dans chaque élément de la construction ;

UL 0 o s
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2 =28 =— 17680 Kil 1= 6=10=13=15160 Kil.

b =926=— 16710 » 17T=20=24=29=15160 »
14=16 = — 11120 » 7 =23 = 23 = 2000 »
82=92— — B3560 » =11 =19=27=1000 »
12=18 =— 6330 » 15 = 7600

320 =21=25= — 970.

Ferme Polonceau a une seule bielle
et a arbalétriers composés.

La forme représentée (Pl. XVII, fig. 258), a une portée

1

_ h \
1=230",00 et une hauteur ~2=10", d’ou 773 Les fermes étant

placdes & un écartement {=4™, chacune d'elle portera une
surface :

4.2 .\/Ib” T8 = 4.2. 17,01 = 143m 28.

Supposons la couverture en tole ondulée ; la charge par métre
carré pourra s’estimer ainsi qu'il suit :

Charge permanente . . . 25 kilos.

Surcharge (neige) .. .. B0 —

Pression du vent . ... 66 —
ToraL . . . .. 141 kilos.

La charge qui se concentre sur chaque ferme sera donc
égale & : |
143,28 . 141 =202025°5, 48

d’ott )
2020248
=1l = 1l = —— = 5050k",62
14114 101
A=B= "i"‘z“i- = 75735kos,93,

Connaissant la valeur des réactions des appuis, nous détermi-
nerons (fig. 269) les efforts agissant dans chaque élément du
systéme Polonceau; ces efforts sont indiqués dans le polygone
des forces au moyen de traits renforcés. =~ -
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1 =10 =17720 Kil. 2 =11 = 14920 Kil. -
b= 8=14920 » 6 = ‘ 700 »
3= 9= 4200 » B 9= 6740 »

Ces valeurs donnent immédiatement les forces développées
dans V'entrait et le treillis. Il n'en est pas de méme pour I’ar-
balétrier qui se trouve ici composé de poutres de second
ordre. ;

Les charges agissant sur chacune de ces poutres sont les sui-
vantes : |

20202,48
I=l'=IlI"'=1IV=V = —-———2-4—-— == 841k977.

Les réactions correspondantes seront :

5.841,77
G=b= —"’———5——— = 2104k0s 425,

Ainsi qu'on peut le remarquer, ces réactions a et b sont des
parties aliquotes des forces I, II, III. Elles se trouvent portées sur
Vépure (fig. 259). 4

Au moyen de ces valeurs, nous saurons déterminer les forces
intérieures agissant dans chaque élément. Ce tracé est indiqué
(fig. 259) en traits fins. Les pdlygones des forces (fig. 260 et 261)
donnent ces mémes valeurs, mais une échelle double.

Les résultats sont consignés au tableau suivant, qui se rap-
porte & la poutre & membrures paralléles :

1" = — 3720 Kil. 2 — 21" = 3080 Kil.

&= — 4800 » 6 =18 =2550 »

8 = — 4860 » 10’ =14 = 4100 »
12" = — %390 » ' =17 = 1870 »
16’ = — 3400 » ' 9 =13 = 630 »
20" = — 1380 »

3= — 1750 = 19’
7 = — 1050 = 1§’
11" =— 700.
Les valeurs trouvées pour la membrure inférieure et pour les
barres de freillis sont de suite valables pour la combinaison des
deux poutres. Quant aux valeurs trouvées pour la membrure
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supérieure, elles sont & ajouter & celles trouvées précédemment
(ferme Polonceau). -

Le tableau suivant résume les efforts développés dans chaque
élément de la membrure supemeure dans le cas de poutres a
membrures paralléles :

1 + 1" =— 17720 — 3720 == — 21440 Kil.
14 4= —17720 — 4800 == — 22520 »
{4 8= —17720 — 4860 = — 22380 »
1+ 12" &= — 17720 — 4390 —= — 22110 »
1 416" = — 17720 — 3400 = — 21420 »

1 + 20" == — 17720 — 1380 == — 19100 »
b4+ 1= —14920 — 3720 = — 18640 »

k4 4 = — 14920 — 4800 == — 19720 »
b4 8 =— 14920 — 4860 = — 19780 »
4 412 = — 14920 — 4390 = — 17310 »
b+ 16" = — 14920 — 3400 = — 18320 »
420" =— 14926 — 1380 = — 1630 »

On pourrait dresser d’une maniére asnalogue le tableau rehtlf
aux poutres paraboliques.
Au polygone des forces se trouve porté, en st=20202k, 48 le

() .
poidstotaldela toiture,et engr —A + B= %—2— 20202%,48 la somme

des deux réactions qui sollicitent la ferme.

Poutre a treillis symeétrique double,

La poutre en treillis (P1. XV, fig. 233) a une portée /= 20m et
une hauteur m=-1%l=2m. Les forces qui agissent sur cette pou--
tre sont :

( = ll=l=lV=V=Vl=1"=II' =IlIl' =1V =24

D’oflles valeurs des réactions :

A=B=09t

Le polygone des forces correspondant a été constrmt avec
une tension horizontale A =2m=4=, .
Les efforts développés dans les membrures par les forces I, II f
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III, IV, V, se trouvent en doublant les ordonnées (fig. 235) du
polygone funiculaire. (Les ordonnées & considérer dans ce cas
sont désignées sur I’épure au moyen d'un cercle).
Ainsi, la force 4 aura pour valeur :
| G.h G.2m

b e = ——— = 2, 1
m m

be=2.4'=8"
On trouverait de méme :

2=18=2% . 2= 5" be=106am— & 2= 8
b=14=35,5.2=11 8=12=— 6.2=12.
10 = 6,5 . 2=13.

Quant aux efforts développés dans les membrures par les for-
cesI', Il", II’, IV’, nous les obtiendrons en considérant les ordon-
nées désignées au moyen d'un cercle plus petit. Le tableau sui-
vant les résume : |

2 e=18 = 2. 2= — 4! 4 =16 =4t . 2= 8§
6 =14 =—5 .2—=—10 8 e=12"=6 .2=12.
10 = —6 .2=—12,

En additionnant les valeurs correspondantes trouvées dans
chaque cas, nous aurons les forces agissant dans les membrures
de la poutre a treillis double, savoir.

Pour la membrure supérieure :

¥ 18 = — &40
2+ 4 =16 +18 =— 4t— 8t—=—12¢
44+ 6=144+16 =— 8 —10 = —18
6 8 =12 14" == — 10 — 12 = —22
8+10’-10'+12~——12—12~—-—24
Pour la membrure inférieure :
2 — 18 — Bt

2 4 4=16'+18 = 5} 8=13

¥4 6 =14 +16'= 84 11=19

6 + 8 =12 + 14 =11+12=23

810 =10 12 =12 13 = 25.
Quantaux efforts développés dans les barres de treillis, ils sont
donnés parl’épure (Pl. XV.fig. 236). Ces efforts s apphquent aussi
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bien a chaque poutre considérée isolément qu’a la combinaison
des deux systémes, et les valeurs se trouvent consignées au
tableau ci-dessous :

{1 =19 =— 706 1" =19 =5'65
¥ =17 =—15,65 C 3 =17 = 4,25

D =15 =—4,25 5 =15 =2,83
7 =13 = —2,82 7 =13 =1,40
=11 =—1,40 9 —=11"=10,00.

Poutre a treillis symétrique gquadruple.
‘La poutre en treillis (Pl. XV, fig. 237) a une portée [ =20 et

1 | :
une hauteur m =y, 7=2". Les forces agissant en chaque noeud

sont :
1=2=3=4=8= . . . . . 18=19=1%
D’otila valeur des réactions :
A =B=9%5.

Le polygone des forces correspondant ayant été construitavec
une tension horizontale z=3m =6", les ordonnées du polygone
funiculaire multipliées par 3 donneront la valeur des efforts déve-
loppés dans les membrures. Ainsi, nous aurons pour la sec-
tion zx :

: 1=6=23Yg=3.662=19%86.

Nous obtiendrons de méme les efforts développés dans chaque
élément; la membrure supérieure sera comprimée etla membrure
supérieure tendue. Le tableau suivant résume les efforts succes-

sivement pour chaque panneau, en partant de l'appui situé 2
droite.

Ordonnées. Efforts dans les membrures.
0479 .3= . . . . . 2137
2,29.3= . . . . . 687
362.3= . . . . . 10,86
£,19.3= . . . . . 14,37
579.3= . . . . . 11,37
6,62.3= . . . . . 19,86
7,29.83= . . . . . 2187
7719.3= . . . . . 23,37
8,12.3= . . . . . 236

8,20.3= . . . . . 248
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Nous saurons également trouver la valeur des forces agissant
dans les barres de treillis.

Nous aurons,

Pour la section @ :

3=4=%:%—=1‘,59
Pour la section x,, : |
9:10:—%—=ﬁ=2266
8=11 = %q—c:—— = 31,36

Le tableau suivant résume les efforts développés dans les bar-
res de treillis successivement pour chaque panneau, en partant
de 'appui situé a gauche. |

BARRES COMPRIMEES :

—2—* 10t,62=—-—2t,66 '{1&“7278::—- 14,95
i : 1 .
—4’-13,43:—3,36 7{6,30 = —1,59
—1—1220—-—~-—305 i495 — 1,24
= ’ 5 190 = ’
1 . 1
TiO,bO: — 2,65 "Z“3,52:—0,88
1 1
T 9,19 =—2,30 Z2,11=—0,53
1
T 0,7 = —0,17
BARRES TENDUES :
—2—- 10%,62 — 2¢,66 'Z— 74,78 = 14,95
i 1
e 13,43 = 3,36 — 6,35 =1,59
1 1
— 12,20 = 3,05 — 4,98 — 1,24
4 : 4
1 . 1.,
'-4—10,60:2,60 A 3,82 = 0,88
1 1
T 9,19 =2,30 T 2,11 =0,53
! 0,7 = 0,47,
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Toutes les barresmontant du c6té du moment maximum fléchis-
sant sont comprimées et les autres tendues. |

Dans la disposition figurée sur la droite de la poutre, les deux

‘premieres barres de treillis comprimées et tendues travaillent éga-

"lement sous un effort d'intensité : % 13,43 = 3t,36.

Iln'en est pas de méme pour la disposition figurée a gauche.
Le montant sur la culée vp supporte un effort de compression

A
2
pées dans les barres de treillis.

Dans la disposition figurée & droite, la réaction au noeud supé-

~rieur est de %A = 2,375 et le montant travaille sous cet effort a
la compression. Mais au point milieu agit 1a moitié de la réaction

1 e e |
5 A=475; la partie inférieure du montant se trouvera douc, par

: : . 3 < 1
suite, soumise & un effort de compression z A=7",125, ¢’est-a-dire

que, dans ce cas, un quart de la réaction totale se transmet direc-
tement 4 I'appui.

DETERMINATION GRAPHIQUE

DES MOMENTS D'INERTIE DES SURFACES PLANES.

Dans la plupart des caleuls de résistance qui se présen-
tent dans la pratique, qu'il s’agisse par exemple des dimen-
sions a4 donmer & une poutre, & une colonne, ete. il faut

ey

connaitre le moment d'inertie de leurs sections, comme on le
démontre dans tout cours de résistance des matériaux. A coté
d’une exactitude suffisante, la détermination graphique des mo-

-== 475 provenant de la fransmission en v des forces dévelop-
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ments d'inertie des surfaces planes offre en outre de trés grands
“avantages ; nous croyons done utile de développer ici cette cons-
truction graphique.

Le moment d'inertie, entrant dans toutes les formules relatives
a la résistance des matériaux, doit toujours étre rapporté & un
axe passant par le centre de gravité de la section.

Aussi nous faudra-t-il, avant de passer & la recherche du mo-
ment d’'inertie, nous occuper tout d’abord de la construction gra-
phique du centre de gravité des surfaces planes.

Construction graphique du centre de gravite
des surfaces planes.

Pour déterminer la positien du centre de gravité de la surface
irréguliére représentée (Pl. XVIII, fig. 273), nous la diviserons
au moyen de lignes paralléles en surfaces élémentaires que nous
saurons mesurer. Nous considérerons ensuite chacune des lon-
gueurs proportionnelles 1,2,3....9, comme des forces paralléles
agissant au centre de gravité de chaque élément, et nous pour-
rons construire le polygone des forces oab (fig. 274) et le poly-
gone funiculaire correspondant «Bydnoiwvos. Les cdtés extrémes
du polygone funiculaire prolongés se coupent en un peint p, qui
est précisément un point de la direction pi de la résultante R des
forces considérées. Quant & cette droite pi, elle doit passer par
le centre de gravité cherché.

Si maintenant nous divisons la surface donnée en nouveaux
éléments au moyen de lignes paralldles, formant avec les pre-
mieres lignes de division, un angle quelconque ; par exemple, au
moyen de lignes horizontales, nous pourrbns, en appliquant le
procédé donné ci-dessus, construire le polygone des forces et le
polygone funiculaire (fig. 275, 273), correspondant aux longueurs
proportionnelles1,2',3"....7", considérées comme forces. La direc-
tion 7 de la résultante R des forces 1’2, etc..., doit également
passer par le centre de gravité cherché. \

Le point d'intersection C des directions de deux résultantes
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égales R et R sera donc le centre de gravité de la surface don-
née. :

A la simple inspection de la surface irréguliére (Pl. XVIII,
fig. 273), on voit qu'elle a &té décomposée en éléments ayant la
forme de triangles, de trapézes et de segments paraboliques; il
est donc avant tout nécessaire de connaitre la position des cen-
tres de gravité de ces surfaces élémentaires ; ¢’est pourquoi nous
donnons ci-dessous la recherche du centre de gravité des plus
importantes d’entre elles. |

1. — Le centre de gravité G d'un triangle (Pl. XVIII, fig. 268)
est le point de rencontre des trois médianes de ce triangle. Il se
trouve donc par conséquent au tiers de cette médiane & partir du
cOté considéré comme base. Des propriétés mémes du triangle,
nous pourrons conclure que son centre de gravité se trouve aussi
sur une parallele & un c6té quelconque pris comme base, menée
au tiers de 1a hauteur correspondante.

2. — Pour trouver le centre de gravité d'un trapéze (Pl. XVIII,
fig. 269), nous ménerons avant tout la droite joignant les points
milieux » et s des cOtés paralléles. Nous porterons, sur le pro-
longement du plus petit paralléle ab, en bn la longueur du plus
grand coté cd ; nous porterons ensuite dans le prolongement dé
cd, en dt le cdté ab. En joignant les points ainsi déterminés n et
¢, nous trouverons au point d'intersection des droites n¢ et sr le
centre de gravité cherché C. |

3. — Dans un demi cercle (Pl. XVIII, fig. 270), le centre de gra-
vité G se trouve & une distance oC = 0,4247 du centre o sur le
rayon partageant la surface en deux parties égales.

4. — Dans un secteur circulaire (Pl. XVIII, fig. 271), le centre

de gravité C setrouve 4 une distance 0C= %7’ sur le rayon bissec-
teur de l'angle au centre. .

5. — Le centre dé gravité d’un segment parabolique #¢s» (Pl.
XVIL, fig. 272) est situé sur I'axe de la parabole & une distance

2
oC= c % de la corde sous-tendue. Le centre de gravité de 1'¢1é-

ment for ou osr a pour coordonnées :
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Le centre de gravité C' de la surface ¢»su limitée par la para-

bole et les deux tangentes fu et sy est donné par l'ordonné
1
7"C’=g.’l}'.
Enfin le centre de gravité des deux surfaces égales »fu et rsu
a pour coordonnées :

Toute surface irrégulidre, surtout si elle ne se trouve limitée
que par des lignes droites, pourra se décomposer simplement en
triangles, dont nous saurons trouver les centres de gravité. Les
longueurs proportionnelles représentant chaque élément seront
ensuite a considérer comme forces paralléles agissant aux diffé-
rents centres de gravité. Appliquant alors le méme procédé que
ci-dessus, nous trouverons le centre de gravité cherché au point
de rencontre des directions de deux résultantes égales R et R’.
Dans ce cas les surfaces élémentaires seront & mesurer une seule
fois ; par contre la position de chaque centre de gravité devra
étre parfaitement déterminée, chose facile pour un triangle.

Dans la construction décrite la premiére, nous avons été con-
duits & mesurer deux fois les surfaces élémentaires.

Dans ce cas, la posilion exacte des centres de gravité n’est pas
nécessaire , mais celle des axes passant par chacun d’eux. Si
done la largeur des lamelles élémentaires se trouve étre suffisam-
ment petite, ces axes coincideront a trés peu prés avee les mé-
dianes des éléments, et nous pourrons, sans erreur sensible,
employer ces derniéres 4 la recherche du centre de gravité de la
surface donnée. .

Une surface a-t-elle un axe de symétrie, son centre de gravité

15
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se trouve naturellement situé sur cet axe; dans ce cas, une seule
~ décomposition en surfaces élémentaires est nécessaire.

La surface donnée a-t-elle deux axes de symsétrie, son centre
de gravité est précisément le point d’intersection de ces deux
axes. | :

Dans toutes les figures réguliéres, le centre de figure et le
centre de gravité se confondent en un seul et méme point.

Dans l'exemple traité (Pl. XVIII, fig. 273), nous avons pris
a== 40" et nous avons trouvé comme résultat f=27,""2 =
R==R. |

Sa surface est alors :

F=f.a=272. 40 = 1088ume,

Cette surface est-elle la section d'un prisme de hauteur 2=
1000™=, le poids de ce prisme sera, en supposant le poids spéci-
fique de sa matiere, égal a 7,89 (poids spécifique du fer). .

(F. hymn® 5 =1088 . 1000 . 7,89 — 8584320 milligrammes
= 8%, 584

11 résulte de ce qui se présente que, si les dimensions du corps
sont exprimées en centimétres, décimetres, métres, le résultat le
sera en grammes, kilogrammes, tonnes.

Détermination graphique du moment d’inertie
d’une surface plane.

Nous voulons nous occuper principalement ici du moment
d'inertie d'une surface plane, pris par rapport & un axe passant
par le centre de gravité de la section considérée.

Soit par exemple (Pl. XVIII, fig. 276) la section d’un fer & T ;
‘nous voulons en déterminer le moment d’inertie par rapport & un
axe passant par le centre de gravité et paralléle au coté »s. Pour
cela, décomposons la section donnée en surfaces éléfnehtaires,
que nous saurons facilement mesurer. Portons en mn (fig. 277)
les longueurs proportionnelles 1, 2, 3, 4, 5, représentarnt ces é16-
ments. Considérant alors ces surfaces comme des forces parallé-
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les, ayant chacune leur point d’application au centre de gravité de

I'élement, nous pourrons, au moyen de la distance polaire b,
' prise arbitrairement, construire le polygone funiculaire «fynovr
(fig. 278) correspondant au polygone des forces omn. En prolon-
geant les cOtés extrémes «8 et vz jusqu'a leur point d’intersec-
tion o, nous trouverons en pC,: un axe passant par le centre de
gravité. Mais comme la section donnée a un axe de symétrie pq,
il s’en suit que le point C serale centre de gravité cherché. Le
polygone funiculaire, ainsi construit, enveloppe la courbe funicu-
laire correspondant & la section considérée; les points «,e,i,7,8,%
sont autant de points de tangence. La courbe joignant ces points
est-formée par deux paraboles tangentes au points, correspon-
dant avec deux charges uniformément réparties.

Nous allons démontrer que la surface aeirsmp, comprise
entre ces deux paraboles et les tangentes «p et wp (surface om-
brée sur I’épure) est proportionnelle au moment d'inertie de la
section considérée.

Pour cela, prenons un élément tres petit AF; soit z sa dis-
tance & 'axe passant parle centre de gravité. Le moment d’inertie
de cet 6lément a pour valeur :

AJ=AF, x2

La sommation des moments d'inertie de tous les éléments
trés petits, entrant dans la section donnée, représentera le mo-
ment d’'inertie cherché, savoir :

J=ZAJ=X2(AF.2?).

Mais comme nous avons pris a comme base de réduction de la

surface I, nous aurons :

AF=ua. Af

ol Af est la longueur proportionnelle de I'élément AF.

- Or,le moment de AF, pris par rapport & I’axe considéré, est
donné par I'expression Afx. Ce moment peut se construire faci-
lement. Pour cela,.décomposons dans le polygone des forces la
force 2 en Af et 2 — Af, et menons dans le polygone funiculaire
le nouvean coté +v'.Les deux c¢Otés du polygone funiculaire =<, et

Sl b
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~n, correspondant & 1'élément AF, prolongés, interceptent sur
I'axe considéré la longueur Ay= o0 (c’est-3-dire P'ordonnée pro-
portionnelle au moment cherché). Nous pourrons donc écrire la
relation suivante : |

Af.x=Avy.0.

En multipliant les deux termes de cette égalité par la quantité
ox, n0uS aurons :

Af.a.x22=Ay.a.b.x.

Mais Afa = AF et Ayx est le double de la surface du triangle
+00. Le moment d’inertie de I’é1ément AF aura donc pour expres-
sion : *

AF.x2=a.b.2 (surface t700) = A J.

Il en estde méme pour tout autre élément AF.

La sommation des moments d’inertie de tous les éléments AF
donnera la valeur du moment d'inertie de la section considérée,
et nous pourrons, en faisant de suite sortir du signe £ les quan-
tités constantes poser 1’équa'ti€;u suivante :

J=2.a.b= (surface 7' 00).

Mais X (surf. <’00) n'est autre que la surface aewrswp; d'ou la
valeur du moment d’inertie :

J=2.a.b(surfaceaxeirsmnp).

Si donc nous mesurons la surface «eirswp en la rapportant 4 la
base ¢, et sinous désignons par ¢ sa longueur proportionnelle,

nous aurons :
J".::Z.a.b.c.i

ou bien :
S
T 2.a.b.c”

A cet effet, nous avons transformé (Pl. XVIII, fig. 278) 1a sur-
face aeirsmp en un triangle équivalant oAB ; nous avons porté en
Bk le double de la base ¢, et nous avons trouvé en »» la valeur de
1, c’est-a-dire la longeur proportionnelle duo moment d’inertie
cherché. | |

Le fer 4 T, dont le profil est tracé en grandeur naturelle (Pl

1
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XVIII, fig. 270) est un échantillon des forges de Pompey etd’Apre-
mont (Meurthe-et-Moselle), usines Dupont et Fould.
Nous avons pris comme base :

a—= 20“‘?’1
b = 20mm
€ = 2hmm,

Nous avons trouvé comme résultat de notre construction :
i == 13,50mm,
D’otl, la valeur de J :
J=2.a.b.c.i=2.20.20.25.15,5 = 310000=="*
ou bien encore exprimé en " :
J=2.2.2.2,5.1,55 =31 .
La section de ce fer 4T est (fig. 277) :
| Fe=f.a=mn. o — 45,mg , 90um — 9] gmn?,

D’o1 son poids au meétre courant :

p=458.20.1000.7,79 = T*,13.

Le moment de résistance de ce méme fer s’obtiendra en divi-
sant le moment d’inertie J par les distances d et d; des fibres les
plus éloignées au centre de gravité C; d’ou :

] 310,000m=m" .
ATl

b
I 310,000mm e
a‘; = W=15891mm .

Moment d’inertie d’un fer 1.

- Soit, par exemple 4 déterminer le moment d’inertie du fer I
(Pl. XVIII, fig. 279) par rapport & 'axe XX, mené par le centre
de gravité parallélement & I'aréte supérieure de I’aile. La section
de ce fer ayant deux axes de symétrie, la position du centre de
‘gravité C se trouve donc parfaitement déterminée.

Partageons la partie située & gauche de 'axe XX en surfaces
élémentaires, dont nous saurons déterminer facilement les cen-



330 DETERMINATION GRAPHIQUE DU MOMENT D’INERTIE

tres de gravité. Mesurons ces surfaces et formons, au moyen-des-
longueurs proportionnelles 1,2,.....6, le polygone des forces mn
(fig. 280). Prenant alors & comme distance polaire, nous pourrons
construire le polygone funiculaire correspondant efynowrk. Les
cOtés de ce polygone-enveloppe sont tangentes & la courbe funi-
culaire, et leurs points de tangence sont déterminés parleslignes
de séparation des surfaces élémentaires.

L’axe XX édtant un axe de symétrie de la section considérée,
nous pourrons, au moyen d'une simple projection, construire la
seconde moitié du polygone funiculaire.

Portons dans le polygone des forces en np la longueurmn; le
rayon op du polygone des forces devra étre parallele au dernier
cOté du polygone funiculaire 7p. - |

-La surface comprise entre la courbe funiculaire et ses tangentes
extrémes prolongées est, comme nous ’avons démontré plus haut,
proportionnelle au moment d’inertie cherché. En raison de la
symétrie, il nous suffira de mesurer la moitié de cette surface et
de multiplier par 2 le résultat obtenu.

Dans le tracé de la courbe funiculaire, nous n’avons indiqué
que la parabole correspondant a la partie ¢ et nous avons admis
que, dans ses autres parties, cette courbe se confondait avec ses
tangentes. A la simple inspection de la figure on verra que l'er-
reur ainsi commise est complétement insignifiante.

Transformons la demi surface en un friangle équivalent aAp
et portons en «% le double de la base ¢; la longueur trouvée rr
multipliée par deux sera proportionnelle au moment d'inertie
cherché.

Nous pourrons alors poser:

2.1 =1

J=2.a.b.c.1.

Si les forces représentant les surfaces élémentaires ont été
menées parallélement & 'axe XX, le moment d’inertie trouvé se
rapportera 4 l'axe XX. |

Le fer I, représenté Pl. XVIII, fig. 279 en grandeur naturelle,
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est un échantillon de I'album des fers de la Société Vezin-Aul-
noye (Forges et laminoirs du Tilleul 2 Maubeuge et & Saint-Marcel
& Hautmont, Nord).

Les bases qui ont servi a la construction de J, sont les sui-
vantes ;-

a —20mm
b = 4(mm
¢ = 60mm,

Le résultat trouve est :
1==2 . 7P =2 .2300 — f{m™,
D'ou: ‘
' J=2.a.b.c.1=2.20.40.69.46
J = 4416000mm*,

Avec les bases a,b,c, exprimées en centimétres ou en métres,
nous obtiendrons comme résultats :
Dans le premier cas :

J=2.2.4.6.46=4il,600"
Dans le second :
J=2. 0,02 . 0,04 . 0,06 . 0,046 - 0,m*000000442.
La Section de ce fer est:
F=/.a.89,8.20 =1796mn’,
D'ou son poids au metre courant:
 p=F.1000.y=1796.1000.7,79 = 14%e,

Nous avons pris la base c=d, la valeur du moment de résis-
tance sera donc :

2.a.b.c.1

= =2.a.b.1
(4

&,lh

_f-i_=sz .20 . 40 . 60 . 46 = 73600m™°.
Soit maintenant & déterminer le moment d’inertie du méme
fer I par rapport a I'axe X, X, situé a une distance z de 'axe XX.
Le polygone funiculaire construit dans le cas précédent nous

servira encore ; nous en prolongerons les deux cdtés extrémes
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jusqu'alaxe X, X, etledouble de la surface du triangle pst sera
a ajouter au résultat trouvé ci-dessus.

Pour cela, mesurons la surface de ce triangle ps¢ en le rap-
portant 4 la base ¢ et soit 7, la longueur proportionnelle trouvée.
Nous aurons en désignant par J, le moment d’inertie rapporté i
laxe X, X, : '

h=2.a.b.c(i47).

Comme on le démontre dansle cours de résistance des maté-
riaux, la relation suivante existe entre les deux moments d'inertie
rapportés aux deux axes XX et X, X,, savoir:

‘ Iy =J-}Fz2
Comme résultat de construction (Pl. XVIII, fig. 281), nous
avons trouvé:
1y = 16,84mm,
D’ou:
i i) =46 - 16,84 = 62mm,84,
Le moment d'inertie J, aura donc pour valeur :

i=2.a.b.c(i+1%)=2.20.40.60.62,8%
Jy = 6032400mm*,

La valeur de ce méme moment calculée au moyen de la seconde
formule sera :

3, =1J - Fa® = 4416000 --- 1796 . 302 = 6032400™m",

Comme on peut le voir, nous saurons déterminer la valeur du
moment d’inertie par rapport & un axe quelconque.

Si le fer I considéré (Pl. XVIII, fig. 280) se trouve soumis a
I'action de forces paralidles & 1'axe de yy,le moment d'inertie
doit étre rapporté & I'axe XX. Si les forces étaient paralléles &
I'axe XX le moment d’inertie serait & prendre par rapport &
laxe yy. ,

Nous pourrons encore établir entre le moment d’inertie et la
surface d'un méme profil la relation suivante :

J=Fr?
ol # représente le rayon de giration.
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De 13, I'équation :

_J_2.a.b.ci_ 2.b.c.d
Al e a.f - 2
Si nous prenons 2¢=71, nous aurons:
r2=20b.1;

ou bien:
N
Autrement dit, le rayon de giration est moyenne proportion-
nelle entre les deux quantités b et <.

L'expression /b .14, peut se construire graphiquement d’une
maniére excessivement simple. Nous avons donné un exemple
d’une telle construction (P1.I, fig. 6 et 7).

Sinous déterminons les valeurs de » correspondant & tous les
axes passant par le centre de gravité, et si, & partir de G, nous
portons sur chaque axe la valeur trouvée, nous obtiendrons, en
joignant par un trait continu les extrémitésde », une éllipse. Cette .
ellipse s’appelle l'ellipse d’inertie de la section considérée et I'el-
lipse correspondant au centre de gravité s’appelle Pellipse cen-
trale.

Le petit axe de cette ellipse coincide avec I'axe pour lequel le
moment d’inertie est un minimum, le grand axe correspond au
maximum.

Or nous savons qu'une ellipse est parfaitement déterminée
lorsque les valeurs du grand axe et du petit axe sont connues.
Dans chaque cas particulier, nous n’aurons donc qu'a construire
les valeurs maxima et minima du moment d’inertie.

Dans une surface a un axe de symétrie, le grand axe de l'ellipse
coincide avec 'axe de symétrie, tandis que le petit axe est encore
indéterminé. :

Dans une surface a deux axes de symeétrie, les deux axes de
I'ellipse se confondent avec les axes de symeéirie.

Pour une surface réguliére, I'ellipse d’inertie se transforme en
un cercle; il suffit alors dans ce cas de construire une seule
valeurder.
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" Moment d’inertie d’une section composée de deux cornieéres.

Soit (Pl. XIX, fig. 282) une section composée de deux cornieres
réunies en croix. Cette section a deux axes de symétrie. Le centre
de gravité C est le point d'intersection de ces deux axes. Pour

I'un d’eux, le moment d’'inertie sera un maximum.

Si donc nous construisons les deux moments d’inertie J, et J,
correspondant aux axes XX et YY, lellipse d'inertie sera par
la-méme parfaitement déterminée.

Pour construire le moment d'inertie J,, partageons la section
considérée, ou simplement encore le quart de cette section, en’
lamelles paralléles & 'axe XX.

Mesurons ces surfaces élémentaires et formons au moyen des
longueurs proportionnelles prises en double le polygone des
forces mn (fig. 283). Prenons comme distance polaire on="5 et
construisons le polygone funiculaire correspondant afydy (fig.28%).
Tracons la courbe funiculaire «s et prolongeons le coté «f jusqu’'a
sa renconire avec 'axe XX. La surface ainsi obtenue asp (surface
ombrée sur I'épure) multipliée par deux sera proportionnelle au

moment d’inertie J,. Rapportons cette surface a la base ¢=

1™
I

mn et pour cela transformons-la en un triangle équivalent apA. La
longueur 7 ainsi obtenue représentera le double de la surface

ombrée; par suite i, =77 se rapportera a la section entiere.

Ayant pris la base c—-—f le rayon de giration correspondant &

I’'axe XX aura pour expression :

Yo \/-b__z;

La détermination graphique de », est indiquée (fig. 285) ou
ps=b, sg=1,, po=o0q et st=r,. Ce rayon 7, se trouve porté
en Gy et G, (fig. 282) c’est un axe de lellipse d'inertie.

Determmons maintenant le moment d’inertie de cette méme
section par rapport & I’axe YY.

Pour cela décomposons un quart de la section en lamelles paral- -
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 lélesa ’axe YY. Mesurons chacune de ces surfaces élémentaires et
portons le double des résultats trouvés en m'n’. Au moyen du
polygone des forces o'm'»/, nous construirons le polygone funi-
culaire correspondant ofydne (fig. 287). La surface comprise entre
la courbe funiculaire «e,la tangente «f prolongée, le coté eo
et ’axe YY est proportionnelle au moment d’inertie cherché.
Transformons cette SLlrface en un triangle équivalent oAp et

mesurons ce ftriangle en le rapportént a la base c=£. La

longueur i, représentera le double de la surface ombrée; elle
correspondra donc a la section totale.
Construisons ensuite I'expression :

ry = \/—b_z_y-

Cette construction est indiquée (fig. 288), ou ps=>0; sq=1i,,
op=0q et st=mry.

Portons de méme en Cs et Cf la valeur de ce rayon 7,; la lon-
gueur st sera le second axe de 'ellipse.

Connaissant les deux axes, nous pourrons tracer facilement
Vellipse d'inertie centrale sufv. ~

Pour I'axe XX le moment d’inertie est minimum; pour 'axe YY,
1l est maximum.

Je=2.a.b.¢c.%x=a.b.f.la=7.r
Jy=2.a.b.c.yy=a.b.f.iy=F.rs

Pour les deux axes ZZ paralléles aux ailes des corniéres, les

moments d’'inertie sont égaux et ont pour valeur:
' J;="Fre.

Les corniéres, tracées en grandeur naturelle (Pl. XIX, fig.
282), sont des échantillons de I’Album des Fers de la société
Vezin-Aulnoye, forges et laminoirs du Tilleul & Maubeuge et de
Saint-Marcel & Hautmont (Nord).
~ Les bases de construction sont :

@ =20mm
= 25mm

= -—2— 34mm 5,
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Las résultats trouvés :
fp =24, 5mm
iy = 35,25mm
7y == 23,2mm
ry = 29 ,7mm
7z = 25,7mm,
Remplagant les lettres par leurs valeurs dans les équations
données ci-dessus, nous aurons :

F=a.f»=20.67=1380mm?
";Z': 1380 . 1000 . 7,79 = 5%&,37 pour 1 corniére

p = 10%,75 pour les deux
Je =2.a.b.c.ia=a.b.f.9y
=20.25.69.21,5 =741750mm*
Jy =2.a.b.0.iy ’:—'abf.'lm
= 20.25. 69 . 35,25 = {216125mm*
Jo =TF . rys2= 1380 . 23,22 = 741 750mm*
Jy =F.7r2=1380.29,72 = 12/5780mm*

J;=F.r2=1380.25,72 = 918583mm¢,
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