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INTRODUCTION

Les immenses avantages que présentent les solutions graphi-

ques nous ont engagé à faire paraître le présent ouvrage.

L'étude du célèbre traité de « Statique graphique» du profes-

seur Culmann présente certaines. difficultés. La théorie suppose,

en effet, une connaissance approfç>ndie de la géométrie de posi-

tion, que l'on n'enseigne encore aujourd'hui que dans un nombre

très-restreint d'écoles, et c'est à cette cause qu'il faut attribuer

le rare emploi du calcul graphique. Ramener cette théorie à sa

plus simple expression, en la basant sur les principes élémentai-

res de géométrie pure, tel a été notre but.

Pour rendre notre théorie encore plus compréhensible, nous

n'avons pas craint de traiter, soit dans le courant d'une démons-

tration, soit dans des chapitres spéciaux, un grand nombre

d'exemples.

Le présent ouvrage ne com:porte point toutes les applications

que l'on peut faire du calcul graphique; il ne traite que les solu-

tions purement statiques, et nous nous proposons de le compléter

plus tard, en l'étendant aux problèmes reposant sur les lois de

l'élasticité, poutres continues, poutres courbes, etc...

Dans le chapitre oÙ nous avons traité les poutres compo-

sées à côté de la solutipn graphique, nous avons encore dé-

veloppé la méthode analytique, et principalement celle dite
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II IN'i'R<1DU~IOJN

« Méthode de Ritter )J. Il sera aiil& fa,èil-ade se rendre un compte

exact de la concordance deI (~UX 'sohrrions.

Aujourd'hui, le calcul graphIque semble s'imposer de lui-

même, et, sous peu, son enseignement se trouvera inscrit dans.
le programme de chaque école d'ingénieurs et d'architectes.

Mais il ne faudrait pas pour cela négliger ou laisser de côté les

solutions analytiques, car, dans bien des cas, une application

simultanée des deux méthodes conduira le plus rapidement

au but.

Budapest, en mars 1882.
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ERRATA

Page f8, ligne 5 en remontant, au lieu de k, lisez K.
NIII2 . Nm3

Page 2:3, ligne 15, au lieu de-:::::..., hsez- ==....am am
Page 43, ligne 6 en remontant, au lieu de (/ig. 64 et fig. 62), lisez

(fig. 64, fig. 65 et fig. 62).
Page 43, ligne 2 en remontant, au lieu de (fig. 65 et 66), lisez (fig. 67 et 66).
Page 44, ligne 1 en remontant, au lieu de tangentes, lisez côtés.
Page 49, ligne 15, au lieu de (2). l ==H y, lisez (2). l == H Y2'
Page 51, ligne 2, au lieu de à gauche, lisez à droite.
Page 5i, ligne 3, au lieu de et droite, lisez à gauche.
Page 60, ligne 11 en remontant, au lieu de 1 m2:::::1XOt,lisez 1m2== tot.

Page 70, ligne 4 en remontant, au lieu de par, lisez pour.
Page 73, ligne 8, au lieu de le polygon, lisez la cow'be.
Page 78, ligne 1 en remontant, au lieu de Mx ::::: Yx. h = , lisez

Mx:::::- Yx. h ==....
Page 79, ligne 3, au lieu de momnttif néga Mx, lisez moment négatif Mx.
Page 80, ligne 3. au lieu de MX1 :::::YX1' 1tl, 5m == 5mt5.lisez MX1:::::Yx.. h

== i ti. 5m== 5mt5.

Page 80, ligne 6 en -remontant, au lieu de Mx= - B. l, , lisez Mx= - B. 11,
Page 87, ligne 12, au lieu de la droite, lisez le triangle.
Page 124, ligne i5 en remontant, au lieu de 0'a' == db' == 3t5. lisez

0' a' == 0' b' :::::3t35.
Page 139, ligne 4 en remontant, au lieu de YY lisez Y.Y1'
Pagé 143, ligne 17 en remontant, au lieu de épreuves, lisez épures.
Page 147, ligne 4 en remontant, au lieu de courbe, lisez figUJ'e.
Page 150, ligne 4, au lieu de (fig. 218), lisez (fig. 217).
Page J76, dans le tableau au lieu de Fer 7,82, Acier cémenté 7,79, llsez

Fe?' 7,79, Acier cémenté 7,82.



ERRATA

. sin :J (v:+ iO),
Page 184, ligne 9, au heu de q =: 0, 127 v~ lisez q - 0 116v 2cos v: - ,

sin 2 (v: + iO).
.- .----

cos v:

Page 184, ligne 10, au lieu de p, lisez q.
Page 188, lignes 1 et 2, au lieu de h =733kil., v =: 447kil., lisez h =: 447kil.,

v =: 733 kil.

Page 188, ligne 9, au lieu de2-v =ps, lisez.!..v =:ps.
4 2

Page 192, ligne 9 en remontant, au lieu de 8 =- 1551,5, lisez 8 =: - 11'it515,0.
Page 197, ligne 6 en remontant, au lieu de 7 ==3i == lOt, lisez 6:= 34 == 10t.
Page 1.99,ligne 3, au lieu de fig. 220, lisez (lg. 222.
Page 199, ligne 6 en remontant, au lieu de 7 fermes, lisez 14 fel'mes.
Page 204, ligne 11, au lieu de g3, lisez g3.
Page 205, ligne 7 en remon tant, au lieu de h=2 m== 12m20,lisez h==2 m==12mOO.

..- "---..



STATIQUE GRAPHIQUE
APPLIQUÉÊ AUX

CONSTRUCTIONS, TOITURES, PLANCHERS, ETC.

NOTIONS PRÉLIMINAIRES DU CALCUL GRAPHIQUE.

Addition et soustraction.

Dans le calcul graphique, les grandeurs se représentent par des
lignes; les positives se portant dans un sens et les négatives
dans le sens °ppQsé. Ces lignes sont proportionnelles aux gran-
deurs qu'elles représentent.

L'addition et la soustraction sont pour ainsi dire une seule et
même opération. Ainsi, en additionnant des quantités positives
et négatives, nous faisons par le fait même une soustraction.

Formons par exemple (Pl. l, fig. 1) la somme des grandeurs
représentées par les lignes a, b, c, d, e; les longueurs a, c, et d
sont (par ex.) positives, b et e par contre négatives.

Pour cela, prenons sur une droite un point origine quelcon-
que 0; considérons la direction vers la droite èomme positive et
celle vers la gauche comme négative. Portons la longueur a à
partir de 0 jusqu'en s et marquons ce point s par un petit trait situé
au-dessus de la droite. Puis à partir de s portons la longueur b
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jusqu'en t, en observant le signe. Pour distinguer l'extrémité
de b (quantité négative), nous en marquerons l'extrémÎté par deux
petits traits situés en dés sous de la base d'opération. Nous porte-
rons de même, chacune avec son signe, la longueurcà partir de t
jusqu'en u, la longueHr d de u en v et la longueur e de v en œ.

Les extrémités de chaque longueur sont désignées pa~ des traits
d'égale grandeur. Nous les ferons plus grands au fur et à mesure
que nous ajouterons une nouvelle quantité. Nous pourrons ainsi
retrouver facilement chaque longueur et de plus suivre la marche
dans laquelle la somnle des quantités dOllnées aura été effectuée.

La droite Ox donne le résultat de l'addition, c'est-à-dire la
sommê cherchée. Le point œ tombant ici à droite du point 0, le
résultat sera positif.

Nous avons pris (Pl. l, fig. 1.):

a == + 2; b == - 2,9; c == + i,8; d == + 3A ; e == - 1,2.

La droite Ox représentant la somme demandée sera alors égale à :

Ox == 2 - 2,9 + i,8 + 3,4 - 1,2 == + 3,1

et sera à lire à la même échelle que les longueurs a, b, c, d, e.

Multiplication et division.

La multiplication et la division sont aussi deux opérations ana-
logues que nous pourrons traiter simultanément. Posons en effet
comme point de départ la formule suivante:

ab.
x==-c

Cette formule renferme aussi bien une multiplication qu'une di-
vision; nous aurons une multiplication en posant c=1, et une di-
vision en faisant soit a=1, soitb=1.

.

Construisons tout d'abord (Pl. l, fig. 2) le produit des deux
grandeurs données a et b et désignons ce produit encore inconnu
par x. .

Nous porterons en OA la grandeur a sur l'un des côtés d'un
angle quelconque Ovu et en OB la grandeur b sur l'autre côté.
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Quant à la longueur choisie comme unité, nous pourrons la porter
sur l'un ou l'autre des deux côtés de l'angle, par exemple èn 01
sur le côté Ou.

Joignons AI, menons par le point B une paràllèle à cette droite.
Cette paraPèle coupe le côté Ov au point X et la longueur OX=œ
représente le produit cherché. En effet, les triangles AOI et XOB
étant semblables, nous pourrons écrire la relation suivante:

~-::.
1-b

D'où:
abx == T== ab.

Nous avons prjs (Pl. l, fjg. 2) :

a == 2 et b == 3.
Le resultat de la construction sera:

x == OX == 2 . 3 == 6.

Nous pourrons construire de la même manière le quotient d'une
division. Dans la formule générale citée plus haut, l'un des fac-
teurs du numérateur devient alors égal à l'unité choisie.

Soit (Pl. 1, Fig. 3) a à diviser par c; soit de plus œ le quotient
cherché. Nous avons alors

a . 1
x==

.
c

Procédons d'une manière analogue à celle employée pour la
multiplication, c'est-à-dire, portons sur Ov la longueur OA=a; et
sur Ou, 01=1 et OB=c; joignons AB et menons par l une paral-
lèle à AB. Le résultat cherché nous sera donné par la ligne OX.

Les triangles OX1 et OAB étant semblables, nous pourrons
écrire la proportion suivante:

:: - a,
f -

C

ou bien:
a . 1 -~.x== C c

Nous avons pris (Pl.I, fig. 3):
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a =2; c == 4.
Le quotient de la division sera:

, 2
x = OX ==4"= 0,5.

donc établir d'après ce qui précède la règleNous Dourrons
suivante:

Dans une multiplication, les facteurs a et b, dans une division
les facteurs a et 1, ne sont jamais à porter sur le même côté de
l'angle et dans aucun cas les points extrêmes de ces droites ne
seront à joindre. .

Elévation de la deuxième puissance.

Si dans la formule générale
a b

==x,nous faisons a == b et c == 1,
c

nous aurons:
aa 2

T==a ==x.

La multiplication se transforme alors en une élévation à la deu-
"xième puissar:ce. La construction graphique de œ ==a~ est donc

en tous points analogue à celle d'une multiplication ou d'une divi-
sion, et c'est de cette manière que nous avons construit (Pl. l,
Fig. 4).

OX==œ==a2.

Nous avons pris a ==2, et nous avons trouvé:

x == OX== a2
== 2 . 2 :=:: 4.

En appliquant la même méthode nous saurons déterminer les
troisième, quatrième, et'c., puissances de a.

Racine carrée.

Nous pourrons construire très-facilement l'expression:

x=va=va.l
en remarqaunt que x n'est autre que la moyenne proportionnelle
entre la grandeur a et l'unité.

Cette expression élevée au carré donne:



CONSTRUCTION DE LA MOYENNE PRo-.t>ORTIONNELLE

x2 == a . 1 ou bien ~== ~ .
x 1

5

La construction graphique est indiquée (Pl. l, Fig. 5).
Portons sur une droite quelconque, à partir d'un point 0, la

longueur Op==a et à partir de p sur la même droite la grandeur
pq==1. Décrivons sur Oq comme diamètre une demi-circonférence,
et élevons en p sur Oq une perpendiculaire ps. Cette perpendicu-
laire coupe en s la circonférence décrite et la droite ps représente
la moyenne proportionnelle cherchée x.

En effet, les triangles Osp et psq, étant selnblables, donnent la
relation suivante:

a x -- =- - ou bien x2 == ax 1
d'où:

x ==Va
Nous avons pris (Pl. l, fig. 5) :

a==4

et nons avons trouvé comme résultat de l'opération:

x == sp == Va = V4 2.

Construction de la moyenne proportionnelle.

La moyenne proportionnelle entre deux quantités quelconques
a et b peut se construitre comme nous venons de l'indiquer ci-
dessus au moyen de la formule x = vab. Cette construction se
trouve indiquée (Pl. l, Fig. 6) oÙnous avons porté Op=a et pq =b.
Par suite la droite ps = x sera la moyenne proportionnelle
cherchée.

Nous avons pris (Pl. l, fig. 6) ~

a == 4,5 ct b ==2

et nous avons obtenu pour la valeur de la moyenne proportionnelle entre
ces deux quantités:

x == ps == V ab== V 4, 5 . 2 == V 9 - 3.

Les droites données a et b diffèrent-elles beaucoup rune de
l'autre, il faudra alors, pour trouver leur moyenne proportion-
nelle, employer le procédé suivant.
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Portons à partir de 0 (Pl. l, tlg. 7) les longueurs OA==aet
OB==b; décrivons sur la différence BA, prise comme diamètre"
une demi-circonférence. Menons par le point 0 une tangente à la
circonférence décrite; la longueur OX=x de cette tangente nous
donnera précisément le résultat cherché. Quant au point X, il est
parfaitement déterminé sur la droite OX au moyen au rayon nor-
mal à la tangente menée par le point O.

La démonstration de cette construction nous est donnée par le
théorème de géo1l1étrie pure: « si par un point extérieur à une
circonférence on mène une tangente à cette circonférence et une
sécante, la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante
entière et le segment extérieur» ; autrement dit: '

a x
b " bx== b ou len x2 == a

d'où:
;1: == V ab.

Nous avons pris (Pl l, fig. 7) :

a==8; b==2

et nous avons trouvé comme résultat:

x == OX == {ab == VW == {16== 4.

Représentation des surfaces par des longueurs.

Une surface étant une expression du second degré, il s'en suit
que, dans le calcul par lignes et dans les constructions d,-~gra-
phostatique, nous ne pourrons les employer directement. Ilnous
faudra pour cela les remplacer par des longueurs proportion
neUes en les ramenant à urie base de réduction. Soit par exemple
une surface F ==rnn.

En divisant F par une longueur quelconque a, le résultat de
l'o;Jération représentera une ligne. La surface F se trouve
ainsi ramenée à la base a, puisqu'en multipliant la longueur trou-
véo par a, nous aurons de nouveau la quantité F.

Soit f la longueur réduite de la surface F; nous pouvons
,
ecrlre :
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mn F
-==-==f.a a

La longueur f est proportionnelle à la surface F et donne le
nombre de fois que l'unité adoptée a est contenue dans F. C'est
pourquoi nous appeEerons a (;( la base de réduction. »

En multipliant {par a, nous obtiendrons le nombre d'unités de
surface comprises dans F, et si nous avons pris pour a l'unité de
longueur, le mètre par exemple, { donnera directement le nombre
de M2contenus dans la surface considérée.

Si l'on a dans une construction plusieurs surfaces à représenter
par des lignes, il sera bon de ramener toutes ces surfaces à la
même base de réduction. Les longueurs trouvées seront compa-
rables entre elles et dans le même rapport que les surfaces
données.

La grandeur f et la grandeur a donnant le nombre d'unités de
surfaces comprises dans la surface à mesurer, il sera donc bon
d'exprimer a en multiples de l'unité de longueur. De plus la
grandeur de {dépend du choix de a; aussi aurons-nous toujours
soin de choisir a de telle manière que f ne devienne ni trop grand
ni trop petit; des longueurs, ou trop longues, ou trop petites,
pouvant altérer d'une manière sensible la précision de nos con-
structions.

Dans tous les' exemples qui suivront, nous conserveron8 à la
base de réduction a la même longueur. .

SURFACE D'UN TRIANGLE.

Soit à mesurer la surface du triangle rst et à représenter par
une ligne proportionnelle (Pl. l, fig. 8). Prenons, comme b&se de
réduction, la longueur a choisie d'une façon arbitraire. Pour dé-
terminer la grandeur f proportionnelle à la surface du triangle
donné, portons sur le côté rs le double de la longueur de base
rq = 2a, joignons le point q.au point t et par s menons une paral-
lèle so à la droite qt, la perpendiculaire, abaissée du point 0 sur
le côté rs, donne la longueur cherchée {.

Pour prouver lajustesse de cette construction, menons la drcite
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oq. Le triangle roq ainsi obtenu est égal au triangle rst. Mais la
surface du triangle 10q est:

i
F == - 2.af==- af.2

D'où:
F

f ==-a:

Dans l'exemple traité (Pl. l, fig. 8) nous avons pris le côté rs ==- 3. Considé-
rant ce côté comme base du triangle, la hauteur sera alors égale à 4 et. sa
surface:

3.4
F== 2

6 unités de surface.

Pour déterminer graphiquement cette même surface nous avons pris a==-2
et nous avons trouvé f == 3.

D'où F == af== 2.3 == 6,

Dans toutes les figures de la Pl. l, les longueurs se trouvent portées à l'échelle
de omo1O pour 1moo.

Nous aurons donc dans ce cas:

a ~ 2m ; f == 3m.

D'où F == 6m2.

SURFACE D'UN QUADRILATÈRE.

La surface d'un quadrilatère irrégullier pourra se mesurer très
facilement. En effet, nous pourrons toujours, au moyen d'une dia-
gonale, décomposer le quadrilatère donné en deux triangles, me-
surer séparément la surface de chacun d'eux, et additionner les
résultats. La longueur ainsi obtenue sera proportionnelle à la
surface du quadrilatère.

Prenons (Pl. l, fige 9) le quadrilatère oqpr, tirons la diagonale
op et portons sur cette diagonale sp = 2a. En appliquant la con-
struction décrite ci-dessus, nous trouverons pour le triangle opq
la longueur fi et (2 pour le triangle opr. La somme des deux,
f= h + f~,représentera la surface du quadrilatère oq pr réduite à
la base a.

Nous avons pris (Pl. 1, fig. 9) a =2 et nous avons trouvé:

Pour le triangle opq: fi == i ,5.

Pour le triangle °Pl': f2 == t ,87.
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La somme des deux sera:

fi + f2 == 1,ti + 1,87 == 3,37 unités.

La surface du quadrilatère:

F == (fi + f2) a == 3,37 . 2 == 6)74 unités de surface.

La diagonale op est-elle plus grande que le double de la base a,
alors les points extrêmes s et t de fi et de (2 tombent en dehors
de la surface du quadrilatère (Pl. l, fig. 10).

La même méthode est encore applicable et nous aurons éga-
lement :

F
f == (fi + f2) ==(i'

Dans l'exemple traité (Pl. l, fig. 10), nous avons de nouveau pris comme
base de réduction a == 2 et nous avons construit:

fi == 2,4; f2 == 3
f =:. fi + 12 == 5,4.

D'où la surface du quadrilatère:

F == (fi + f2) a == (2,4 + 3) 2 == 10,8 unités de surface.

SURFACE D'UN RECTANGLE.
~

La surface du rectangle représenté (Pl. l, fig.l1) estF=or. op,
c'est-à-dire égale à la base multipliée par la hauteur. Nous trou-
verons de suite la longueur proportionnelle f en applIquant la
construction donnée plus haut.

Prenons par exemple l'angle otr dont les côtés représentent
déjà les longueurs op et or; portons os = a, menons la droite sp
et par r menons une parallèle rt à la droite sp. La longueur ot = (

est le résultat cherché.

Dans l'exemple (Pl. 1, fig. 11), nous avons pris 07'== 4 et op == 2,0.

D'où: F == 2,ti . 4 == 10 unités de surface.
Dans la construction graphique nous avons pris a == 2 et nous avons cons-

truit f == o.
La surface, rapportée à la grandeur f est donc:

F == a.f == ti .2== 10 unités de surface.

L'un des côtés du rectangle se trouve-t-il précisément égal à la



iO ÉLÉMENTS DE CALCUL GRAPHIQUE

base de réduction, l'autre côté représentera directement ]a lon-
gueur proportionnelle à la surface du rectangle.

Nous pourrons, en appliquant cette même méthode, déterminer
la surface d'un carré.

SURFACE D'UN PAHALLÉLOGRAMME.

La surface d'un parallélogramme (PL II, fige 12) est:

F == m . op

c'est-à-dire égale à l'un des côtés multiplié par la normale com-
prise entre les deux côtés parallèles. Pour construire la longueur

représentative de cette surface f=~=oP' m, nous nous servironsa a
de l'angle opr. Portons sur le côté or la longueur m jusqu'en M
ainsi que la base de réduction a jusqu'en A. Joignons les points
A et p,. menons par M une parallèle MX à la droite Ap; la lon-
gueur oX = f est le résultat cherché.

Dans l'exemple traité (Pl. II) fige 12), la distance des côtés parallèles est
m == 1,5 et la longueur d'un de ces côtés: op == 4.

La surface est par suite:
F == op . m == 4 . 1,5 - 6 unités de surface.

Pour mesurer graphiquement cette même surface, nous avons pris.J ==2.
Le résultat sera: r == 3. Et la surface F = af = 2 . 3 = 6 unités.

Nous pourrons déterminer de même la surface d'un losange.

SURFACE D'UN TRAPÈZE.

La surfaceœun trapèze est égale au produit de la moyenne
arithmétique des deux côtés parallèles par la perpendiculaire com-
prise entre ces deux côtés.

Nous avons alors (Pl. II, fige .13).
F st. m

F ==st . m et f ==- ==
a a'

Pour construire cette expression, nous pourrons employer
l'angle str formé par la moyenne arithmétique et par le côté or.
Portons sur le côté tr la longueur mjusqu'en M et la base de ré-
duction a jusqu'en A. Appliquant la méthode donnée ci-dessus,
I1'OUStrouverons:

f == fX
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Dans l'exemple traité (Pl. II, fig. 13) nous avons:
m == 2,0 et st == 3.

La surface est donc:
F == m . st == 2,:5 . 3 == 7,5 unités de surface.

Pour construire graphiquement f, nous avons pris a = 2. et nous avons
trouvé f = 3,75. F sera donc: = a . f= 2. . 3k,75= 7, 5 unités de surface.

SURFACE D'UN POLYGONE.

La surface d'un polygone régulier s'obtient le plus facilement,
en le décomposant en triangles égaux, c'est-à-dire en joignant
tous les sommets du polygone au centre de figure. Dans ce cas,
nous n'aurons alors qu'à construire la surface de l'un de ces trian-
gles et à multiplier le résultat par le nombre de triangles pour
obtenir la longueur proportionnelle représentant la surface de ce
polygone.

Avons-nons au contraire à mesurer la surface d'un polygone
irrégulier, il nous faudra alors le décomposer également en trian-
gles et mesurer séparément la surface de chacun d'eux. La somme
de tous les f ainsi déterminés nous donnera le résultat demandé.
Dans ce cas, une autre construction nous conduira plus rapide-
ment au but. Elle consiste à transformer la surface du polygone
donné en un triangle de surface équivalente, que nous saurons
mesurer.

Soit (Pl. II, fig, 14) le polygone opqrstu dont nous voulons me-
surer la surface.

Il faut transformer ce polygone en un triangle de surface équi-
valente. Pour cela, commençons par faire disparaître l'angle uts.
Joignons le point s au point u, menons par t une parallèle à la
droite su et prolongeons cette parallèle jusqu'à sa rencontre en v
avec le prolongement du côté ou. Joignons ensuite le point 1) au
point s. Le triangle sgt est égal au triangle ug1) et par suite le
nouveau polygone obtenu opqrsv a une surface équivalente à
celle du polygone donné.

L'égalité des triangles ombrés sgt et uvg résulte de l'égalité
des triangles stu et vsu, qui ont 111êmebase et même hanteur.

Nous opérerons ensuite de même sur l'angle 1)sr. Joignons le
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point r au point v, menons par le point s une parallèle à la ligne
rv et joignons le point ainsi obtenu 'w au point r. Le nouveau
côté r'w remplacera les anciens côtés ut, ts et sr et nous
obtiendrons ainsi un nouveau polygone ~orqpo, dont la surface
s~ra équivalente à celle du premier.

En continuant de la même manière, nous arriverons à rempla-
cer successivement les côtés ut, ts, ST et rq par la droite qX. Les
lignes, qui se coupent au point X, formant un angle trop aigu,
nous ne pousserons pas plus loin la transformation et nous appli-
querons la même méthode à l'autre côté du polygone en com-
mençant par l'angle opq. En procédant ainsi nous arriverons fina-
lement au tracé du triangle Xqy équivalant en surface à celle du
polygone donné.

Nous savons mesurer la surface de ce triangle et en prenant a
comme base de réduction, nous trouverons en f = ki la ligne re-
présentant la surface du polygone donné opqrstu.

Dans l'exemple traité (Pl. II, fige H), nous lirons f == 3,68. Ayant pris
comme base a == 2, la surface sera par suite:

F == a . f == 2 . 3,68 == 7,36 unités de surface.

Les lignes, qui servent à la construction nuisant souvent à la
clarté de la figure, peuvent être laissées de côté. C'est pourquoi
nous n'avons pas tracé (Pl. II, fige 15) les lignes su et tv; nous
avons simplement marqué le point v par un petit trait, sachant
que ce point v joint au point s nous donne la ligne remplaçant
les côtés ut et ts.

Pour la même raison nous n'avons point tracé les lignes vr, sw
et r~o et nous n'avons marqué que le point w. Il en est de même
pour les points X et Y. Le triangle XYq donne le résultat cherché;
sa surface est équivalente à celle du polygone donné opqrstu.

Nous pourrons opérer cette transformation en prenant comme
point de départ n'importe quel sommet du polygone et en nous
imposant de plus comme condition que l'un de ces sommets (par
exemple le point r (PL II, Fig. 1.6)reste en même temps le sommet
du triangle cherché.
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SURFACE D'UN SEGMENT PARABOLIQUE.

La surface du segment parabolique représenté (Pl. II, fig. 17)
nouS est donnée par la formule

4 .
F == '3

yx sm a.

dans laquelle y représente la moitié de la corde sous-tendue et x
la portion de l'axe compris dans le segment donné. La quantité
x sin CI.représentera alors la distance comprise entre la corde
sous-tendue et la tangente parallèle rr.

Portons en os une longueur égale au tiers de cette distance;
nous allons démontrer que la surface du triangle sqr est équiva-
lente à la 8urface du segment parabolique.

La surface de ce segment est en effet égale à:

F
4

'. 2 (X sin a +
3
~ X sin a) J'q. sp

< == '3 yx sm a:=. y == 2
2

Mais la surface du triangle sqr est aussi représentée par l'ex-

pression J'q

~
sP, surface que DOUSsaurons mesurer d'après les pro-

cédés indiqués ci-dessus. Appliquant donc la construction connue,
nous trouverons facilement en f = ZZ 13 longueur représentant la
surface du triangle sqr ou bien encore celle du segment parabo-
lique donné, ramenée à la base a.

Quant au point s nous pourrons le choisir, d'une façon tout arbi-
traire sur la droite uu, parallèle à rr, les triangles formés ainsi
ayant tous même surface.

Da.ns l'exemple traité (Pl. II, fig. 17), nous avons:

y == 1,85; X sin a == 1,84.
D'où nous ti1.'ons :

F ==
~. 1,85 . 1,84 == 4,54 unités de surface.
3

Si nous construisons graphiquement cette même surface, en prenant
comme hase a := 2, nous trouverons f:= 2,2.7et la surface du segrnent sera:

F == a f = 2 . 2,27 == 4,04 unités de surface.
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Pour obtenir le résultat demandé, tout revient donc à construire
la longueur {. Pour cela, nous déterminerons (Pl. II, fig. 18) la
flèche op de la parabole, qui donne en mêlTIe temps la distance de
la corde rs et de la tangente parallèle 1nr; nous porterons sur le

prolongement de cette flèche oq= ~ op. Joignant alors le point q
3

aux points r et s nous obtiendrons en' q7'Sun triangle de surface
équivalente à la surface du segment parabolique. Comme nous
l'avons déjà mentionné, le point q, peut être pris arbitrairement
sur la droite uu. Ainsi le triangle rst sera équivalent en surface
au triangle rsq et par suite au segment parabolique.

Dans l'exemple (Pl. II, fig. 18), la droite l'S est égale au double de la base
de réduction a ; la hauteur pq du triangle nq représentera donc immédiate-
ment la grandeur cherchée f.

Nous avons:
a :::::: 2; f == 3,33.

D'où la surface de segment parabolique:

F == f . a == 2 . 3,33 == 6,66 unités de surface.

SURFACE D'UNE FIGURE LIMITÉE PAR UNE COURBE QUELCONQUE.

Soit à mesurer la surface représentée Pl. II, fig. 19, nous
voulons trouver la grandeur {proportionnelle à cette surface.

Partageons cette surface en plusieurs parties au moyen des
cordes op, pq et qr menées d'une façom.arbitraire. Nous considé-
rerons les segments ainsi obtenus comme des segments paraboli-
ques, dont nous saurons mesurer les surfaces.

Les courbes op, pq et qr ne sont pas, il est vrai, des paraboles;
nous les considérerons néanmoins comme telles parce que l' erreur
ainsi commise sera beaucoup moindre qu'en faisant d'autres hypo-
thèses, c'2st-à-dire qu'en les considérant comme des cercles ou
des ellipses.L'erreur commise sera en outre d'autant moins grande
que nous aurons considéré un plus grand nombre de segments.

Commençons par transformer le segment opt. A cet effet, por-

tons à partir du Doint v en vn une longueur égale à ~ vt, et rne->
3

nons par n une parallèle à la corde op; le triangle opw ainsi ob-
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tenu sera équivalent en surface au segment opt. Opérons de
même sur le segment suivant; portons sur une perpendiculaire à

la corde de ce segment une longueur égale aux ~
de la flèche,

IDenons par y une parallèle a à la corde pq et prolongeons-la jus-
qu'au point x. La ligne, joignant le point x au point q, remplace-
ra la courbe pq. Nous pourrons employer le Inême procédé dans
la transformation du troisième segment en prolongeant la paral-
lèle mu à la corde sous-tendue soit jusqu'à sa rencontre avec la
ligne qx, soit encore jusqu'à sa rencontre avec la ligne sr. Cette
dernière construction se trouve tracée (Pl. II, fig. 12). La droite
qu remplacera alors la courbe qr. La surface donnée se trouve
ainsi transformée en un polygone dont nous saurons mesurer la
surface. Pour cela, nous transformerons ce polygone en un trian-
gle q II III de surface équivalente, et nous trouverons en f = gh
le résultat cherché, c'est-à-dire la grandeur de la surface donnée
ramenée à la base de réduction a.

Une autre méthode, que l'on peut également employer pour
mesurer la surface d'une figure terminée par des courbes quel-
conques, se trouve indiquée Pl. II, fig. 20.

Cette méthode consiste à partager au moyen de cordes paral-
lèles la surface donnée en un ou plusieurs segments paraboliques
et en surfaces élémentaires analogues à des trapèzes.

En prenant dans chaque cas particulier une division convena-
ble, nous pourrons, sans erreur sensible, considérer chaque élé-
ment de la courbe comme une ligne droite et par suite chaque
surface élémentaire comme un trapèze. La surface de chacun de
ces trapèzes est égale à la moyenne arithmétique des deux côtés
parallèles multipliée par la perpendiculaire comprise entre eux.
Si donc n0USavons pris des divisions égales entre elles et de plus
égales à la base a, les lignes pointillées (Pl. II, fig. 20), qui ne
sont autre chose que les moyennes arithmétiques des baseiS de
ces trapèzes, donneront directement les longueur proportionnelles
à la surface de chacun d'eux. Mais si nous prenons comme divi-

sion un sous multiple n de la base de réduction a, les hauteurs
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moy~nnes des trapèzes ainsi construits Eeront alors n fois trop
grandes et devront être divisées par n pour donner le résultat
en vraie valeur.

Dans l'exemple (Pl. II, fig. 20), nous avons partagé la surface
donnée en 11 parties, dont la première peut être considérée
comme un segment parabolique et les autres comme des trapèzes.
Nous avons tranfornlé le segrnent parabolique en un triangle srO.
La dr-oite fI nous donnera la mesure de la surface de ce triangle
réduite à la base a.

Quant aux trapèzes, nous les avons formés en prenant comme
division le quart de la base a; les hauteurs moyennes de ces tra-
pèzes devront donc être divisées par 4. Cette division se trouve
faite (Pl. II, fig. 21). L'angle tOr est pris tel que rt est égal à

:Or. Si donc nous portons sur la ligne Or les unes à la suite des
4

autres les hauteurs moyennes des trapèzes 02,03,04 011,
et si par les points ainsi obtenus 2,3,4 11, nous menons
des parallèles à rt, chacune de ces parallèles donnera la longueur
correspondante f, c'est-à-dire sera proportionnelle à la sUi'face de
ch8ç:ue trapèze. La somme de toutes ces longueurs f sera le ré-
sultat cherché:

OP == f2 + f3 + ...+ flo + r11 + fI == f.

c'est-à-dire la grandeur de la surface donnée ramenée à la base a.
Théoriquement parlant, le résultat de notre construction sera

d'autant plus exact que nous aurons partagé la surface donnée en
un plus grand nombre de surfaces élémentaires; nous ne pour-
rons toutefois dans nos constructions graphiques appliquer
cette règle que dans une certaine limite.

Dans l'exemple traité (Pl. Il, fig. 20), nous avons pris comme base de
réduction a == 2 et nous avons construit (fig. 21) f == 8,62; la surface sera
donc:

F == 2 . 8,62 == 17,24 unités de surface.

L'un des facteurs entrant dans l'expression de la surface se
trouve-t-ilprécisément égal à la base de réduction, l'autre donne-
ra directem.ent la longueur proportionnelle cherchée. Donc, si la
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largeur des trapèzes est égale à la base de réduction, la hauteur
moyenne de chaque trapèze donnera directement la mesure de sa
surface. .

Il résulte de ce qui précède que nous saurons mesurer une sur-
face quelconque en la divisant en un certain nombre de surfaces
élémentaires.

Dans tous les exemples traités, nous avons conservé la même
base de réduction a = 2; les droites représentant ces surfaces
seront donc entre eUes dans le même rapport que les surfaces
données.

Représentation d'un volume par une ligne
proportionnelle.

Un volume est une quantité du troisième degré; nous devrons
donc diviser un volume par une quantité du second degré, (le pro-
duit de deux longueurs) pour pouvoir le représenter par une
droite proportionnelle.

Soit K= lmn le volume d'un corps; en divisant cette expression
par le produit de deux bases, prises d'une façon arbitraire a et b,
et en désignant par k le résultat de cette division, nous pourrons
poser l'équation suivante:

k ==
lmn

==
l. m n

ab a' {j'

La quantité lm représente le nombre d'unités contenues dans la
a

surface lm ramenée à la base a. Soit f la droite proportionnelle à
la surface lm, nous aurons alors:

n
k == f-b,

expression que nous saurons construire d'après les méthodes in-
diquées précédemment.

Soit (Pl. II. fig. 22 et 23) un parallélipipède représenté par deux
de ses projections; son volume est à représenter par une lon-
gueur proportionnelle.

Pour cela, choisissons deux bases de réduction quelconques a
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et b; 1n,n et l étant les dimensions de ce parallélipipède, son vo-
lume aura pour expression:

K== mln

et la longueur proportionnelle sera:
K mln

k == ab == ab

Si nous posons ln fIa valeur de k sera:a
m

k==f. b

Nous construirons tout d'abord la grandeur f, c'est-à-dire nous~f

mesurerons la surface nl ou bien rsNv en la réduisant à la base
a. Pour cela soit l'angle rsN, dont le côté sr représente la gran-
deur l et le côté sN la longueur n. Portons en sA la base a, joi-
gnons les points N et A et par r menons une parallèle à cette
droite. Cette parallèle coupera le côté sN au point X, et la gran-
deur cherchée f sera donnée par la droite sX.

Nous construirons, en nous servant du même angle, l'expres-
sion k= r;. A cet effet, nous porterons 1n et b sur le côté sr de

l'angle rsN. Joignons le point X au point E et par M menons
une parallèle à la ligne XE. Le point y ainsi trouvé déterminera
la longueur sy ou la droite cherchée k. Cette longueur k multi-
pliée par le produit des deux bases a et b, nous donnera le vo-
lume cherché:

K == k . a . b.
Dans l'exemple traité (Pl. II, fig. 22 et 23), nous avons:

m == i,5 ; l == 3,0; n == 2,5

Le volume sera par suite:

Km. l . n == i,5 . 3 . 2,5 == if ,25 unités.

Dans la construction graphiqne de ce même volume, nous avons pris
. ,ln 3 . 2,5a == 2 et b ==2,5; nous avons détermmé f == - == == 3.75 ou autre-a 2 .

ment dit nous avons mesuré la surface srvN, ensuite nons avons construit:

m 3,75. 1,5
k = r -, = ". - = 2,25[) 2,;:,
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leest donc la droite proportionnelle représentant le volume du parallélipipècle
réduit aux deux bases a et b. Exprimons maintenant le volume cherché au
moyen de la longueur proportionnelle k, nous aurons:

K == k . a . b == 2~25 . 2 . 2,5 == i i ,25 unités.

Les longueurs k, a, b, sont-elles toutes exprimé3s en mètres, la grandeur
K le sera en mètres cubes.

Appliquons la construction ci-dessus à l'exemple traité (Pl. II,
fig.24 et 25); soit à mesurer le volume engendré par la surface
opqr tournant autour de l'axe xx.

Le volume ainsi engendré est:
K == Fs

c'est-à-dire égal à la surface opqr multiplié par le chemin s décrit
par le centre de gravité s de la surface opqr.

Or nous avons:
F == mn

où m (Pl. II, fig. 24) représente la hauteur moyenne du trapèze
opqr et n la perpendiculaire comprise entre les deux côtés paral-
lèles. Quant au chemin s, décrit par le centre de gravité s, il est
indiqué dans la figure 25.

Nous pourrons poser comme ci-dessus:

mns mn. s
K = rnns et k ==

ab = b a

Mais comme f ~n, il s'en suit:

s
k =r-a

Au moyen de l'angle vOw, nous construirons: (Pl. II, fige 26)
l'expression f ~~ .

Portons à cet effet en ONla longueur n, en OM la longueur m et
en OB la base b, joignons les points N et B et menons par M une
parallèle à NB. Le point X ainsi trouvé déterminera en f OX la
longueur proportionnelle de la surface mn rarnenée à 'la base a.

La droite f connue, nous construirons l'expression k f!-.a
Pour cela portons en OS la longueur s et en OA la longueur a.

Joignons les points S et A et par X menons une parallèle à la



20
, ,

ELEMENTS DE CALCUL GRAPHIQUE

droite SA. Cette parallèle déterminera le point y et nous aurons
en k = Gy la longueur proportionnelle représentant le volume
cherché.

Dans l'exemple traité (Pl. JI, fig. 24 et 25), les dimensions -du volume en-
gendré par la rotation de la surface opqr sont les suivantes m == 1,59; n -
2,43 ; s == 2,2. \

Le volume aura pour expression:

K == mns ::::: 1,59 . 2,43 . 2,2 == 8,0 unités de volume.

Construisons graphiquement ce volume et prenons b == 2,5 et a == 2, nous
trouverons d'abord:

rnn 1,59 . 2,43
f ==1,55 ,== b == 2,D

ensuite:

fs l,Do. 2,2
k==-= =17a 2 ' .

D'où le volume engendré:

K == k . a . b == 1,7 . 2 . 2,5 == 8,5 unités de volume.

Si nous choisissons comme bases de réduction a et b deux des
dimensions principales du corps dont nous voulons déterminer le
volume, la troisième de ces dimensions nous donnera directement
la longueur proportionnelle cherchée k.

Dans la mesure du volume du parallélipipède et du corps de ro-
tation, nous avons pris comme bases de réduction les mêmes
grandeurs a et b, il s'en suit que ces deux volumes sont entre eux
dans le même rapport que les longueurs déterminées k.

Les corps, dont le volume ne peut être défini analytiquement
d'une manière simple, devront être transformés en volumes élé-
mentaires au moyen d'une série de plans parallèles .Dans les cons-
tructions de ce genre, il sera toujours préférable de mener ces
plans à égale distance. Nous mesurerons comme ci-dessus chacun
de ces volulnes élémentaires, et la somme de toutes les longueurs
k représentera la longueur proportionnelle cherchée. Il sera à
propos de prendre comrne bases a et b ou bien des longueurs
égales à la distance des plans parallèles, ou bien encore des mul-
tiples ou sous-multiples de cette distance.



Représentation d'autres expressions analytiques
par des lignes proportionnelles.

MOMENT STATIQUE D'UNE FORCE.

On entend par moment statique d'une force pris par rapport à
une droite, le produit: de cette force par sa distance à la droite
considérée. Cette droite s'appelle axe du nloment. Le moment
statique est alors une expression du second degré, et devra pour
être repI'ésenté par une ligne proportionnelle, être divisé par une
longueur.

La force étant exprimée en unités de poids, et son bras de levier
en unités de longueur, nous pourrons donc' exprimer la base de
réduction soit en unités de poids, soit en unités de longueur. Dans
le premier cas la longueur proportionnelle trouvée sera à lire en
unités de longueur; dans le second, en unités de poids.

Pour qu'un moment soit déterminé, il faut connaître non seule-
ment la grandeur de ce moment, mais encore le sens de sa rota-
tion . Une force engendrant un moment tend en effet à tourner
autour de l'axe considéré soit de droite à gauche, soit de gauche
à droite. Nous considérerons comme positive une rotation de
gauche à droite, et comme négative une rotation de direction
contraire. Le sens d'un moment peut se présenter graphiquement
au moyen d'une flèche indicatrice.

Ainsi le moment de la force P(PL II,fig. 27), pris rapport à l'axe
x, est donné en grandeur par l'expression Pr; son sens est posi-
tif, la force P tendant à produire une rotation de gauche à droite
autour de l'axe x comme l'indique le sens de la flèche.

Soit M le moment de la force P, pr:is rapport à l'axe x, il aura
pour expression M=Pr.

Appelons a la base à laquelle nous voulons ramener ce moment,
nous pourrons toujours trouver une longueur y telle que

M Pro
y==-==-a a

Nous saurons construire cette expressipn d'après les procédés
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connus; toutefois nous n'en ferons pas ici la construction, devant
traiter plus loin avec beaucoup de détails les procédés relatifs à
la détermination des moments.

Si P est donné en kilogrammes et l' en mètres, si la base de ré-
duction a est aussi exprimée en mètres, y représentera des kilo-

, .
grammes, et npus pourrons ecnre :

Mmkil pkil},m
ykil

== - ==am am

La même force P donnera un moment négatif Pr1 pris par rap-
port à l'axe Xl' ou plus simplement par rapport au point xn (l'axe

xi étant supposé perpendiculaire au plan du tableau). Le sens
dans lequel la force P tend à opérer une rotation est également
indiqué par une flèche.

Dans l'exemple traité (PI. II, fige27), nous avons fait r == 1m,5 etr1 == 1m,OO,

si P est égal à 200 kil, le moment de cette force pris par rapport à x aura alors

pour valeur:

M = + pkil. J,m ;;; 200kil . i m,rs == + 300 m kH.

Le moment de la même force pris rapport à X1, aura pour expression;

M == - P"il . r1m = 200til . 1m,O.:=- 200m kilo

MOMENT D'UNE SURFACE.

Le moment d'~ne surface est la somme des produits de chaque
élément dont se compose cette surface, par leur distance à l'axe
de rotation. Nous rapporterons le mOlnent d'une surface, comme
tous les moments en général, à un axe de rotation.

Désignons ce moment par N, nous aurons alors:

N == L (fr).

où (Pl. II, fige 28) f représente la surface de chaque élément de la
surface F, et T leur distance à l'axe de rotation xx.

f étant du deuxième degré et r du premier;
N = LJ (fr) sera une expression du troisième degré.
Si donc nous voulons représenter N par une droite proportion-

nelle il nous faudra diviser cette expression par le produit de deux
quantités du premier degré.



REPRÉSENTATION D'AUTRES EXPRESSIONS ANALYTIQUES 23

Le moment d'une surface peut aussi s'écrire:
N == ~ fr == Fs.

où F désigne la surface totale et s la distance de son centre de
gravité à l'axe considéré xx.

L'expression du troisième degré N = Fs pourra se construire
comme plus haut.

Le moment d'une surface étant le produit de trois longueurs, en
le divisant par une ligne a, base de réduction, nous aurons une
expression du deuxième degré, c'est-à-dire une surface. Cette sur-
face peut être réduite à son tour à une seconde base; le résultat
de cette seconde opération donnera la longueur proportionnelle
représentant le moment considéré. Les longueurs sont-elles
données en mètres, et les bases adoptées sont-elles a et b, nous
pourrons écrire l'expression suivante:

~
NIII.'" Fm2 sm

'2
am == am == (fs)m ,

Fdans lequelle f- .
a

De plus nous aurons:
(fS)ID2
--- == nID
bm .

D'où:
N Fs fs

ab == ab ==li == n.
Où bien encore:

N == nab.

Pour trouver les monlents des surfaces irrégulières, nous pro-
céderons d'une manière analogue à celle employée pour la mesure
du volume d'un corps irrégulier. Nous partagerons la surface to-
tale en surfaces élémentaires; nous additionnerons tous les résul-
tats et leur SOITImereprésentera le monlent demandé.

,
MOMEN'r D INERTIE DE SURFACES PLANES.

Le moment d'inertie est une expression analogue à celle du
moment d'une surface; seulement au lieu de multiplier chaque
élélnent par sa distance r à l'axe considéré, nous aurons à le mul-
tiplier par le carré de cette même distance.
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Un moment d'inertie sera donc représenté par:
J == 2: (f:J.;2)

c'est-à-dire par la sommation de chaque élément multiplié par le
carré de sa distance à l'axe considéré.. ,

f et œ2étant du second degré, J sera du quatrième. Pour repré-
senter J par une longueur proportionnelle, il faudra donc le divi-
ser par le produit de trois quantités du premier degré.

Soit i cette longueur proportionnelle, eta,b,c, les trois bases de
réduction, nous pourrons poser:

. J
l == abc'

Le moment d'inertie étant une quantité du quatrième degré,
nous choisirons comme unités le mètre rnèt.re cube ou bien le
centirnètre centimètre cube) etc. De cette notation il suit que les
facteurs entrant dans cè produit devront être eu;x:aussi imprimés
en:mètres, centimètres, etc.

Divisons-nous unn10ment d'inertie J par une longueur, le résul-
tat de l'?pération représentera un volume. En divisant ce volume
par une seconde base de réduction, nous trouverons une surface,
que nous saurons représenter par -qneligne proportionnelle en la
réduisant à une troisième base. Cette dernière longueur détermi-
née sera donc proportionnelle au moment d'inertie. Si nous vou-
lons avoir notre moment en unités métriques, il faudra exprimer
les longueurs a,b,c en mètres, c'est ce que nous démontrent les
équations suivantes:

Jm3 m
3- == Km

am

Jm3 m KJ:il3
!

am bm
,.

.bm ==
Fa,

Jm3 m Fa,s

---im
am bm cm - cm - ~

En multipliant i par les trois basesa,b,c, nous obtiendrons la va-
leur de J :

J == ~bci.

La construction graphique de. ces moments J sera traitée dans
le courant de cet ouvrage.
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Observations.

Si dans les constructions graphiques, nous avons à comparer
entre elles diverses expressions, il nous faudra, pour obtenir des
longueu.rs proportionnelles comparables, nous servir des mêmes
bases. De plus, pour la commodité de l'opération, il faudra choisir
ces bases ou bien encore le produit de plusieurs bases en chiffres
ronds, par exemple 1, 10,100, etc., de manière à lire de suite le
résultat de chaque opération.

La grandeur des longueurs proportionnelles cherchées dépend
du choix des bases, les résultats seront donc d'autant plus petits
que les bases seront plus grandes et réciproquement. Afin
d'obtenir les résultats demandés d'une manière aussi exacte que
possible, il sera à propos de ne prendre comme bases des lon-
gueur8 ni trop petites, ni trop grandes; c'est pourquoi il faudra,
dans chaque cas particulier, qu'il s'agisse de mesurer une surface,'
un volume, etc., apporter le plus grand soin dans le' choix des
bases.

La même observation s'a1!p1ique également au choix des
échelles. '

Il faudra de plus s'arranger de façon à ne pas avoir des lignes
'tse coupant sous des angles trop aigus, afin que la po~ition de

chaque point soit parfaitement déterminée et qu'il n'existe aucune
ambiguité.

.

ÉLÉMENTS DE LA STATIQUE GRAPHIQUE

Des forces en général et de leur résultante.

Les forces sont exprimées en unités de poids et leur grandeur'
peut être représentée par une lopgueur proportionnelle, donnant
le nombre d'unités contenues dans chacune d'elles.. .

Dans une construction graphique, toutes les forces doivent être
portées à la même échelle, que, pour cette raison; nons appelle-
rons échelle des forces.



""-"""'!-:":'='"'~'''''",:,,!...,,!,,:"~!''_~'~.''-~''!'--:''!'s~:-''':':~~':'':-c::''_':~~''::"!''':~~~---:'';.''C~'''~-~_T'.'?.''!'-~~~
~c';~~'':=t~;.':':'':~'~-~''1!~_<:'';''-~

26
, ,
ELEMENTS DE LA STATIQUE GRAPHIQUE

Pour qu'une force soit parfaitement déterminée, il faut, outre
sa grandeur ou son intensité, connaître sa direction et sa po-
sition. Sur une seule et même ligne une force peut en effet
agir dans deux directions différentes. Ainsi, par exemple, (Pl. III,
fig. 29) sur la ligne xy; nous pourrons porter la même force soit
de x vers you de y vers x. Cette force serait alors de<sens diffé-
rent, positive par exemple dans le premier cas, et négative dans
le second. Nous représenterons la direction de chaque force au
moyen d'une flèche.

Dans les constructions des charpentes, etc., nous ne rencontre-
rons en général que des forces agissant dans un seul plan; aussi ne
nous occuperons-nous, dans le courant de cet ouvrage, que des
problèmes relatifs aux forces agissant dans un seul et même plan.

DE LA RÉSULTANTE DE, DEUX FORCES DONT LES DIRECTIONS

SE COUPENT EN UN POINT.

Soient les deux forces PI et P2 données en position par les
deux lignes mm et nn et en intensité par les longueurs op et qr;
nous voulons déterminer la grandeur de leur résultante (Pl. III,
fig. 30).

Portons (Pl. III, fige 31) à partir d'un point 0 pris d'une façon
arbitraire, la force PI = op en grandeur et en direction, et soit oa
la ligne représentant cette force. A partir du point a, portons avec
son signe en ab la force P 2 = qr sur une paraJlèle à sa position.
Joignons le point 0 au point b, la ligne ob nous donnera la gran-':
deur de la résultante R des deux forces PI et P2. Quant au sens
dans lequel agit cette résultante, nous .le trouverons facilement,
sachant que la direction de la résultante est 9Pposée à celle des
deux forces P 1 et P2, comme nous l'avons indiqué sur l'épure.
Nous obtiendrons cette résultante en position en menant une paral-
lèle à la ligne ob par le point d'intersection c des deux directions
des forces PI et P2' Le triangle oab, ainsi formé, s'appelle le trian-
gle des forces.

Nous arriverons au même résultat en suivant un autre ordre,
c'est-à-dire en portant tout d'abord la force p~ et ensuite la force
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Pt' Si dans le triangle des force oab nous changeons le sens de la

flèèhe de 'la résultante R, toutes les flèches auront alors même di-
.

rection et dans ce cas R représentera la force faisant équilibre aux
deux forces Pt et P2 et nous pourrons alors formuler la règle
suivante:

« Si dans un triangle des forces, toutes les flèches ont la même
direction, les trois forees sont en équilibre. »

Les deux forces ont-elles même direction, le triangle se réduit
dans ce cas à une ligne droite et leur résultante est égale à la
somme algébrique de ces deux forces, elle est de plus du même
sens que les composantes.

Les deux forces sont-elles de directions contraires, alors la ré-
sultante est égale à la différence des deux composantes, et agit
dans le même sens que la plus grande d'entre elles.

Dans l'exemple traité (Pl. III, fig. 30) nous avons pris:

Pt ::::= 32 tonnes; P2 == 25 tonnes,

la résultante de ces deux forces se trouve construite {fig.3i); elle a pour valeur:

R == 50 tonnes.

L'échelle des forces employée dans' toutes les figures de la Pl. III est de
omOOf== f tonne.

,
DE LA RESULTANTE DE PLUSIEURS FORCES DONT LES DIRECTIONS

"SE COUPENT EN UN MEME POINT.

La résultante de plusieurs forces, dont les directions se cou-
pent en un même point, pourra se construire d'une manière analo-
gue à celle employee dans le cas de deux forces concourantes.

Soit à chercher (Pl. III. Fig. 32) la résultante des cinq forces Po
p 2'P3'P 4'P:" données en grandeur, en position et en direction.N ous
porterons (Pl. III, fig.33) àpartir d'unpoint quelconque 0 les unes à
la suite des autres et avec leurs signes les forces PUP2,P3,P4,Prn
sur des parallèles aux positions données. La lign.e joignant le
point 0 pris comme origine au point e déterminé en dernier Heu,
donnera en grandeur et en direction la résultante 'cherchée R, la
résultante R est de direction opposée à cene des composantes.
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Quant à la position de cette résultante, elle sera donnée par la
parallèle menée par le point d'intersection s à la ligne oe. Le po-
lygone oabcde se nomme le polygone des forces.

En joignant chacun des sommets du polygone des forces au
point 0 pris comme origine, nous obtiendrons les résultantes des
forces comprises entre le sommet correspondant et le point ori-
gine. Ainsi la ligne ob représente la résultante des deux forces P 1

et P2. De même oe sera la résultante des forces Pl' P2 et Pg et od
la résultante des forces Pu P2'P 3'P 4 et ainsi de suite.

Toutes ces lignes ou autrement dit tous les rayons partant du
point 0 donneront donc en grandeur et en direction les résultantes
partielles; donc le rayon oe représentera la résultante totale
de toutes les forces considérées.

Quant à la position de ces résultantes partielles, nous l'obtien-
drons également en menant par le point s des parallèles aux
rayons du polygone des forces.

Si nous joignons entre eux deux sommets quelconques du po-
lygone des forces, cette ligne représentera la résultante par-
tielle des forces comprises entre ces deux sommets. Ainsi la ligne
de jonction ac d9nne en grandeur et en direction la résultante des
forces P2 et P3, et la ligne ad la résultante des forces P2,P3,P4etc.
Les flèches indicatrices de ces résultantes seronttoujours opposées
à celles des composantes. Pour avoir ces résultantes en position,
nous n'aurons qu'à mener par le point s des parallèles aux rayons
ac et ad.

L'ordre dans lequel s'effectue la composition des forces n'influe
en rien sur le résultat. Quel que soit en effet la marche que nous
suivions, nous trouverons toujours pour la résultante R la même
grandeur et la même direction.

Il arrive quelquefois que dans une telle composition le point
extrême de la dernière composante se confonde avec,le point pris
comme origine, ou autrement dit que le polygone des forces se
ferme de lui-même. Dans ce cas la résultante est nulle, c'est-à-dire
que les forces données se tiennent en équilibre. Les flèches ont
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alors toutes]a même direction et chaque composante, prise en,
sens contraire, peut être considérée comme la résultante de
toutes les autres.

Dans l'exemple (Pl. III, fig. 32) les forc~s données sont:
Pi == 25t; P2 ::=:: 18t; Ps == Bit; P4 == 1ôt ; Pt) == 24t.

La ré~ultante de ces cinq forces se trouve construite (fig. 33), elle est:

R == 291,8

et doit être mesurée à la même échelle à laquelle les forces données ont été
portées.

,
DE LA RESULTANTE DES FORCES NE SE COUPANT PAS EN UN

A

MEME POINT.

Soit à déterminer (Pl. III, fig. 34) la résultante des forces 1, 2,
3, .4, 5. Toutes ces forces agissent dans le même plan, mais leurs
directions ne se coupent pas en un seul et même point. Nous com-
poserons d'abord les forces 1 et 2. A cet effet, nous porterons à
partir d'un point origine 0 en oa la force 1, puis à partir du point
a en ab la force 2.La ligne ob représenterala résultante des forces
1 et 2; sa direction est opposée à celle des composantes.Nous ob-
tiendrons cette résultante en position en prolongeant la force i
jusqu'à ce qu'elle coupe la force 2 et en menant par le point d'in-
tersection (J.,une parallèle à la ligne ob. Connaissant maintenant
la résultante des forces i et 2 en grandeur, en direction et en
position, nous pourrons considérer cette résultante comme une
force donnée et la composer avec la force 3. Nous'porterons alors
dans le polygone des forces à partir du point b en bG la force 3 ;
la ligne oe représentera la résultante des forces 1,2 et 3. Cette ré-
sultante oe est de direction opposée à celle de ses composantes,
elle a son point d'application en ~ déterminé par l'intersection de
la ligne (J.,~ et de la force 3.

La résultante oe pourra être composée à son tour avec la force
4 en opérant comme nous venons de l'indiquer pour la résultante
ob. La résultante des forces 1,2,3,4 sera donnée en grandeur et en
direction par la ligne od et en position par laligne yo. Nous répé-
teronslamême construction jusqu'à ce que nous ayons enfin trouvé
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la resultante des forces données 1,2,3,4,5. La ligne oe donnera en
grandeur et en direction cette résultante totale; quant à sa position
elle sera donnée par la parallèle acpmenée par le point a au rayon
oe.

La ligne brisée 1cx'~rùcpest ce que l'on appelle le polygone funi-
culaire des forces consiàérées 1,2,3,4,5. Chaque côté du polygone
funiculaire représente donc la position de la résultante partielle
des forces qui le précèdent. Quant à la grandeur de cette résul-
tante, elle S8 trouve donnée dans le polygone des forces par la
parallèle au côté correspondant du polygone funiculaire menée
par le point 0 pris comme origine. La direction de cette résultante
est également déterminée dans le polygone des forces, une résul-
tante étant toujours de sens opposé à celui de ses conlposantes.

Les relations suivantes existent entre le polygone des forces et
le polygone funiculaire. Chaque côté du polygone funiculaire est
parallèle au rayon du polygone des forces joignant le pôle au
point d'intersection des deux forces adjacentes au côté considéré.
Ainsi la ligne ~r est parallèle au rayon oc et la ligne yù au
rayon od. .

La ligne joignant deux sommets quelconques du polygone des
forces donne en grandeur et en direction la résultante des forces
comprises entre ces deux sommets. Ainsi, par exemple, la ligne
bd représentera en grandeur et en direction la résultante des
forces 3 et 4. Quant à son point d'application, nous le trouverons
au point de rencontre p des deux côtés correspondants du poly-
gone funiculaire prolongés.

De même la résultante des forces 3,4,5 sera déterminée en
grandeur et en direction par la ligne be et son point d'application
par le point d'intersection À des deux côtés du polygone funicu-
laire CX,~ et cpù prolongés. En effet, cette résultante 3,4,5 doit
passer par le point d'intersection y de la résultante R3,,. et de la
force 5: ce qui prouve l'exactitude de la construction indiquée.
Si, au contraire, nous voulons déterminer la résultante d'un cer-
tain nombre de forces désignées dans le polygone funiculaire,
nous n'aurons qu'à mener par le point 0 deux rayons parallèles
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aux côtés correspondants du polygone funiculaire. La ligne, joi-
\

gnant les deux points ainsi obtenus, donnera en grandeur et en
direction la résultante partielle cherchée. La résultante des forces
3,4,5 se trouve donc représentée en grandeur et en direction par
la droite be interceptée dans le polygone des forces par les rayons
ob et oe menés parallèlement aux côtés a~ et ù~du polygone fu-
niculaire. Cette résultante agit, comme nous le savons déjà, au
point de rencontre des côtés a~ et ùcp.

DE LA RÉSULTANTE DES FORCES PARALLÈLES.

Les fOt'ces parallèles sont de mêrne sens.

Soit (Pl. III, fige 36) à déterminer la résultante des forces 1.,2,3,
4,5,6 parallèles entre elles et dirigées dans le lnême sens.

Deux forces parallèles se coupant à l'infini, nous ne pourrons
pas appliquer directement à la recherche de leur résultante la mé-
thode donnée ci-dessus. Toutefois, en nous servant d'une force auxi-
liaire, qui ne soit point parallèle aux forces données, la construc-
tion du polygone funiculaire deviendra possible, et nous saurons
déterminer la résultante des forces parallèles comme résultante
partielle du système.

Prenons en effet une force auxiliaire P (Pl. III, fig. 36 et 37) et
construisons comme ci-dessus le polygone des forces et le poly-
gone funiculaire correspondant.

Portons àpartir du pointo pris comme origine en oala force auxi-
liaire P en grandeur et en direction. Portons de même à partir du
point a et les unes à la suite des autres les forces 1.,2,8,4,5,6. Ces
forces étant toutes parallèles tomberont sur une seule et même
droite. Nous construirons le polygone funiculaire correspondant
comme ci-dessus.A cet effet, nous prolongerons la force auxiliaire
P jusqu'en son point de rencontre a avec la direction de la force 1.
(Pl. III, fige86); par lemême point a, menons une parallèle au ra-
yon ob et prolongeons-la jusqu'àsa rencontre en ~ avec la direction
de la force 2 et ainsi de suite jusqu'à ce que nous ayons mené 'YJp
parallèle au rayon og. La résultante de toutes les forces compo-



32 ÉLÉMENTS DE LA STATIQUE GRAPHIQUE

sant le système est donnée en grandeur et en direction par la ligne
de fermeture og == P 1 du polygone des forces, sa direction est de
plus opposée à celle des composantes. Le polygone funiculaire
ainsi construit est cpex.~yÙé'l)p.

Si maintenant nous déterminons la résultante partielle des
forces comprises entre les forces P et Pu nous obtiendrons la ré-
sultante demandée. Pour cela, nous prolongerons les côtés ex-
trêmes ex.cp et p'l)du polygone funiculaire jusqu'en leur point d'in-
tersection À. Ce point Àest, comme nous l'avons vu ci-dessus le
point d'application de la résultante. Menant donc dans le polygone
des forces des rayons parallèles aux côtés correspondants du po-
lygone funiculaire cpex.et P"f),ces rayons intercepteront en ag la
résultante cherchée en grandeur et en direction. Cette résultante
sera égale à la somme algébrique des forces parallèles données
1,2,3,4,5,6.

Pour avoir la résultante dans sa vraie position, nous n'aurons
qu'à mener par le point À une parallèle à la ligne ag. Cette résul-
tante R:= ag est de direction opposée à celle des forces compo-
santes, elle agit dOllCde a vers g. Nous déterminerons de même
la résultante partielle d'un certain nombre de forces; par exen1ple
des forces 2,3,4. Nous mènerons à cet effet dans le polygone des
forces les rayons ob et oe parallèles aux côtés correspondants (X~

et ÙE du polygone funiculaire. La grandeur be interceptée par ces
rayons sur la ligne aq représentera en grandeur et en direction
la résultante R 2'311,' Quant à sa position, nous la trouverons en
prolongeant les côtés du polygone funiculaire ex.~ et ùéjusqu'àleur
point de rencontre en '1" et en menant par ce point '1" une paral-
lèle à la ligne be.

Ici encore les rayons du polygone des forces représentent les
résultantes partielles des différents groupes considérés. Ainsi le
rayon od donnera en grandeur et en direction la résultante des
forces P,1,2,3; le côté correspondant yù du polygone funiculaire
déterminera la position de cette résultante.

Dans l'exemple traité (P1. III, fig. 36 et 37),nous avons pris les forces
suivautes : -
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f == 121; 2 == 14t ; 3 == gt ; ,~ == ut ; 5 == 1Qt; 6 == H)t.

La résultante construite sera:

R == ag == 70t.

La résultante des forces 2, 3, 4 aura pour valeur:

R2'3'~; == eb == 33t

Toutes les forces sont à mesurer à la même échelle.

Si nous faisons varier la grandeur de la force auxiliaire P, le
polygone funiculaire variera avec cette force P, mais la résul-
tante totale des forces parallèles, aussi bien que les résultantes
partielles, ne changeront pas.

Dans presque tous nos calculs et constructions graphiques,
toutes les forces parallèles sont en général vertica1es; aussi ne
nous occuperons-nous dans le courant :de cet ouvrage que des
forces parallèles verticales.

De la résultante des forces lJarallèles et de directions opposèes.

La composition des forces parallèles et de direction opposée
s'opérera de la même manière que la composition des forces pa-
rallèles et de même direction.Nous porterons égalementtoutes les
forces sur une même verticale, en ayant soin toutefois d'observer
la direction de chacune.

Pour déterminer (Pl. III. fig. 38) la résultante des forces paral-
lèles 1,2,3,4,5, nous aurons encore recours à l'emploi d'une force
auxiliaire non parallèle P. Nous porterons tout d'abord en oa la
force auxiliaire P en grandeur et en direction. Nous porterons
ensuite les forces parallèles sur la droite ac les unes à la suite
des autres et en observant leurs directions. Ainsi nous porterons.
en ab et en bc les forces 1 et 2, puis en cd êt en de les forces 3 et
4 et enfin en efla force 5. Les forces 1,2,5 agissent dans le même
sens, savoir du haut vers le bas; les forces 3,4 au contraire agis-
sent du bas vers le haut. Nous construirons le polygone funicu-
laire correspondant, cornme nous l'avons fait plus haut en menant
loc parallèle à oa; oc~à ob; ~y à oc; yo à od; OEà oe; E"f)àar:Le po-

3
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lygone funiculaire ainsi construit sera représenté par la ligne po-
lygonale Àa.~Y~é"f).

La résultante de toutes les forces considérées est donnée en
grandeur et en direction par le rayon of du polygone des forces et
en position par le côté correspondant S'f)du polygone funiculaire.
Quant à la résultante des forces parallèles, elle se déterminera
comme une résultante partielle du système. Elle sera donnée en
position par la verticale passant par le point d'intersection p des
côtés extrêmes du polygone funiculaire Àa.et S"f)prolongés; en
grandeur et en direction dans le polygone des forces par la :ligne
af interceptée par les rayons oa et of parallèles aux côtés cor-
respondants Àa.et et).

La manière dont chaque force est portée au polygone des
forces, est identique à celle que nous avons employée dans l'ad-
dition des longueurs (Pl. l, fige 1).

La résultante étant de sens opposé à celui des composantes, il
s'en suit que sa flèche indicatrice sera dirigée du haut vers le bas,
c'est-à-dire de a vers f.

Nous pourrons, également déterminer d'après les méthodes
connues chaque résultante partielle. Ainsi la force RB". est la ré-

sultante des forces 3 et 4; elle passe par le point d'intersection v
des deux côtés du polygone funiculaire correspondants ~"( et dS

et est çléterminée en grandeur et en direction dans le polygone
des forces par la ligne ec, interceptée sur la verticale par les
rayons oe et oe menés par le point 0 parallèlement aux côtés ~"(

et ~é.

Dans l'exemple traité (Pl. III fig. 38 et 39), nous avons pris les forces sui-
vantes) celles agissant du bas vers le haut étant considérées commc né-
gatives. .

i == 151; 2 -= 17t; 3 == - 20t ; 4 == - i9t ; 5 == 25t.

La construction graphique nous a donné les résultats:

R == i8t et HS'I, == 39t.

Les cÔtés extrêmes du polygone funiculaire se confondent-ils en
une seule et même droite (Pl. III, fig. 41 et 42), la résultante des
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forces parallèles considérées est alors nulle, c'est-à-dire que les
forces données se tiennent en équilibre. Les rayons du polygone
des forces qui déternlinent dans ce cas la résultante en grandeur
et en direction ne formant qu'un seul et nlême rayon, la résultante
sera nulle. Le polygone des forces, qui" dans ce cas, se réduit. à
une droite, se ferme de lui-même, c'est-à-dire que si nous portons,
à partir d'un point quelconque pris comme origine. toutes les forces
données en grandeur et en direction, nJUS reto111beronspar la
construction même au point origine.

Dans l'exemple (Pl. III, fig. 41 et 42), les forces 1, 2, 3, 4 sont en équilibre,
le polygone des forces se ferme de lui-même et les côtés extrêmes nrJ.et
3u du polygone funiculaire construit d'apL'ès les règles indiquées ci-dess us
tombent sur la même droite nu.

Nous avons en effet pris (Fig. 41 et 42) :

1 == - 16t ; 2 == 18t; 3 == 14t ; 4 = - 16t

La résultante de ces quatre forces est:

R == - i6 + i8 + 14 - i6 == O.

Quand les côtés extrêmes du polygone funiculaire ne forment
pas une seule et même droite, mais sont parallèles, comme le cas
se présente (P1. III, fig. 44) pour les côtés 'fJrLet Ea, le polygone
des forces ne s'en ferme pas moins de lui-même; les rayons me-
nés par le point 0 parallèlemerlt aux côtés du polygone funicu-
laire "t1rLet E~se confondent et la résultante R est également nulle.

Mais les (orees 1,2,3,4 ne sont pas en équilibre.
La résultante des forces parallèles considérées dans ce cas est

alors un couple.
Par couple, nous entendons l'ensemble de deux forces paral-

lèles égales entre elles, de sens opposé, et n'ayant pas la même
position. Ainsi les' forces P et Pi (Pl. III, fig. 40) forment un
couple.

Un couple ne se mesure point à l'intensité des forces qui le
composent, rnais à la grandeur de son moment.

Le moment d'un couple est égal au produit de l'une des forces
par la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque de cette



" 6û
. 1

ELEMENT~ DE LA STATIQUE. GRAPHIQUE

force sur l'autre. Ainsi (fig. 40) M=Psest le moment du couple

PPI'
Le moment d'un couplé pris par rapport à un point quelconque;

situé en dedans ou en dehors des directions des forces P et P l' a
toujours la mêmê valeur (par point, nous entendrons aussi l'axe
de rotation, perpendiculaire au plan des deux- forces, dont la
projection sera le point considéré). .

Ainsi le moment du couple PP 1, rapporté au point x est égal:

Mx == Pi (y + s) --- Py - Ps.

Pour le point Xi, il sera:

MXI - Pn + Pim == P (m + n) ==Ps.

Dans l'exemple traité (Fig. 40), nous avons pris:

P == Pi == 15t; S == 1m 7.

Le moment du couple sera pour le point x :

Mx == - pt . 2m + Pit3m7 ==
pt (- 2 + 3,7) == pt. fm7.

Pour le point Xi :

MXi ==
pt .0,7 + Pil . ftI100::::: 11 (Om'j + iJ'fiOO)= pl . im7.

Le moment du couple considéré aura donc pour expression:
M= Mx = Mx = pt . sm

== 151 . 1m7= 25ml5
1

Gomme nous l'avons vu, un couple engendre une rotation.
Nous représenterons facilement l'action d'un couple en supposant
chacune des forces Pet Pi,agissant aux. extrémités d'un levier fixé
en son point milieu, c'est-à-dire au pied de l'axe mené par ce point
perpendiculairement au plan des deux forces (Pl. IV, fig. 45 et 46).
La rotation peut se produire de gauche à droite et inversement
(voir les flèches indicatrices des figures).

Dans le premier cas, le couple est positif; dans le second il est
négatif.

Un couple est donc, comme nous le voyons, déterminé par
l'intensité des forces qui le composent, par la grandeur de son
bras de levier, et par le sens de la rotation qu'il tend à produire.

Les couples constitués par des forces d'intensités différentes,
mais ayant même moment et Inême signe auront par suite la même
valeur et pourront être indifféremment substitués l'un à l'autre.
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Ainsi les couples figurés (Pl. IV, fig. 47 et 48), ont même va]eur;
ilsont en effetmême moment Pp~ Kh et même signe.

Nous avons (fig. 47 et fig. 48) :

Pl. pm::=. 21 . 3m= 6ml

KI . km = 41. im5 = 6ml.

Etant de même signe, ces couples ont même valeur. Un couple
pourra donc être considéré comme donné par la grandeur de SOn
moment; à un seul et même moment correspondra un nombre
infini de couples.

De l'énoncé ci-dessus, nous pouvons tirer une nouvelle défini..
tion du couple, définition qui se trouve très-sQuvent employée.
Si les forces d'un couple diminuent toujours œintensité, leur bras
de levier devra par contre augmenter, puisque le moment doit
conserver la même valeur. En laissant successivement décroître
les forces, nous arriverons à. la fin sur des forces infiniment
petites, agissant à une distance infiniment grande, et noua
pourrons définir le couple, le moment de deu4.:forces. infiniIDent
petites situées à l'infini.

Si nous composons une force avec un cOllple, la résultante
du système sera de nouveau la même fQrce,elle aura de plus
la même direction, mais sa position se trouvera déplacée dans
le sens de la rotation (voir par exemple PL IV, fig. 49 et 50), où
se trouve déterminée la résultante de la force R et du couple
PPi.

Nous avons d'abord composé les forces Pi et R, et puis leur
résultante avec la force P. Le polyg~ne des forces se trouve donc
formé en portant la force Pi en ab, puis la force R en bc et enfin
la force P en cd, en.observant le signe de chacune d'elles. La
résultante R est donnée en grandeur et en direction par la ligne
ad.

Pour trouver la direction de cette résultante, nous con-
struirons le polygone funiculaire correspondant. A cet effet~nOUS
prolongerons les forces R et P1 jusqu'à ce qu'elles se coupent
au point CI.; par ce point CI., nous mènerons une parallèle au rayon
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ac et nous la prolongerons jusqu'à sa rencontre en ~ avec la force
P. Par ~ nous mènerons enfin une paraHèle au rayon ad; et nous
trouverons en ~y la position cherchée de la résultante R.

Nous pourrons do-ne dire que sous l'influence du couple PPi, la
force R se trouve transportée parallèlement à ell~-même de sa
position primitive Re<;à la position ~Y'.p étant égal et parallèle
à Pt, le polygone des forces sera dans ce cas un parallélo-
gramme, les deux côtés Re<;et ~'Y seront nécessairement paral-
lèles entre eux.

La grandeur du déplacement dépend -de l'intensité de la force
R ainsi que de la valeur du moment du couple; le déplacement
sera d'autant plus petit que la force aura une plus grande intensité;
et il sera d'autant plus grand que le moment du couple sera plus
gralld. Quant à la grandeur de ce déplacement, elle pourra se
mesurer au polygone funiculaire. Nous savons en effet que le
moment des composantes, pris par rapport à un point quelcon-
que situé dans leur plan, est égal au moment de leur résultante
pris par rapport à ce même point. Pour plus de commodité, nous
rapporterons les nlaments au point de rencontre a. des deux forces
R et Pt; le moment de ces deux forces sera alors nul, et nous
pOÜrrons poser l'équation:

Px + PtO + RO== Ry

d'où la grandeur du déplacement:

Px
y -;-

R'

Cette grandeur est égale au moment du couple divisé par
la force R.

Dans l'exemple traité (Pl. IV, fig. 49 et DO)nous avong pri~ :

R == 241; Pt = P = 201; x=:: 2m.

Le moment a pour valeur:

Px = - 40ml.
Le déplacement;

Px - 40ml
y= R = 9.41=- {m666.
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Si maintenant nous nous reportons à la figure 44 de la pl. III,
nous verrons que la résultante des forces 1,2,3,4 est un couple,
et que, sous l'action de ce coupIe~ la force P s'est trouvée trans-
portée de sa position 'f)tIven une position parallèle ~E, c'est-à-dire
que ~Eest la direction de la résultante des forces P 1,2,3,4.

Si nous déterminons par les constructions connues la résultante
de toutes les forces parallèles, nous remarquerons que les côtés
extrêmes du polygone funiculaire se coupent à l'infini et que les
rayons menés parallèlement à ce~ côtés par le pôle 0 du polygone
des forces donne comme résultante la valeur zéro.

Donc pour qu'il y ait équilibre entre les forces données, il ne
suffit pas que le polygone des forces se ferme de lui-même, il
faut encore que les côtés extrêmes du polygone funiculaire se
confondent en une seule et même ligne droite.

Les mêmes conditions s'appliquent également aux résultantes
partielles.

Dans l'exemple traité (Pl. III, fig. 43 et 44), nous avons pris les valeurs
suivantes:

i = 151; 2 = - 251; 3 = 301 ; 4 = - 20'.

La construction nous fournit la valeur de la résultante:

R = 15 - 25 + 30 - 20 = o.

Décomposition des forces en composantes

DÉCOMPOSITION D'UNE FORCE EN DEUX COMPOSANTES
,

DE DIREC'l'IONS DONNEES

Nous ne pourrons décomposer une force en deux composantes
de directions données que si ces deux directions se coupent sur la
force considérée; si cette condition ne se trouvait pas remplie, le
problème serait indéterminé.

Soit (Pl. IV, fig. 51), la force R donnée en grandeur et en
direction et en position, nous voulons déterminer la grandeur
de ses composantes suivant les directions -1et 2.

Pour cela, portons (Pl. IV, fig. 52) en ab la force R en gran-
deur et en direction, et par les points a et b, menons des pa-
rallèles aux directions données -1et 2. Ces parallèles se coupent
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en un point c; bc représente la grandeur de la composante 2, et ac
la grandeur de la composante 1, ce que l'on voit immédiatement
dans le triangle des forces. Les composantes doivent être de sens
opposé à celui de la résultante R, ce que nous indiquerons au
moyen de flèches.

.

Nous arriverons au même résultat en suivant dans la décom-
position l'ordre indiqué (Pl. IV, fig.53), c'est-à-dire en menant
par b une parallèle à '1 et par c une parallèle à 2. Ces parallèles
se coupent .en un point Cl situé de l'autre côté de R et nous avons
ac' = 2 et bc' = 1.

Si nous voulons déterminer les deux forces qui, agissant suivant
les directions '1 et 2, font équilibre à la force donnée R, nous em-
ploierons encore la même méthode, mais les flèches indicatrices
des forces 1 et 2 courront dans le sens opposé. Cette construction
se trouve indiquée (Pl. IV, fig. 54) où toutes les flèches courent
dans le même sens dans le polygone des forces; les composantes
bc=1 et ac =2 tiennent en équilibre la force R. De même 1 tien-
dra en équilibre 2 et R; 2, 1 et R.

Dans l'exemple traité (Pl. IV fig. 51, 52,53), nous avons pris R = 251, et
nous avons avons trouvé ponl' composantes:

1 = 44t; 2 = 39t5.

Dans la décomposition indiquée (fig. 54), les forces 1 et 2 ont
les mêmes valeurs que ci-dessus, mais agissent dans le sens
Inverse.

La décomposition d'une force en plusieurs composantes, se
coup(;lnt en un même point,n'est possible que si ces composantes,
à l'exception de deux, sont done.ées en grandeur et en direction.
Dans tout autre cas, le problème est indéterminé. Ainsi, par exem-
ple, il y a une infinité de forces qui, agiss.ant suivant les directions
1,2,3,4 (Pl. IV, fig. 55) donneront pour résultante la force R; mais
si df3Qxde ces forces sont données en grandeur et en direction,
le problème est alors parfaitement déterminé.

Soit (Pl. IV, fig. 55 et 56) à décomposer la force R suivant
quatre directions 1,2,3,4 se coupant en un même point 0, les
composantes t et 2 étant connues en Q'randeur et en dirAction.
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Portons en ab la force R en grandeur et en direction, portons de
plus en ad la composante '1 et en bc la composante 2, également
en grandeur et en direction. Par les points c et d, menons des
parallèles aux directions 3 et 4, par exemple par le point d
une parallèle à 3 et par le point c une parallèle à 4. Ces paral-
lèles se coupent en un point e; les lignes de et ce nous don-
neront les composantes 3 et 4 en grandeur et en direction. Les
flèches des composantes sont toutes de même sens, et opposées
à celle de la résultante R.

Dans l'exemple traité (Pl. IV, fig. 55 tt 56), nous avons pris les valeurs sui-
vantes:

R == 181; i = H;1; 2 == 201.

Si les deux composantes à déterminer ont mêmes directions,
c'est-à-dire sont parallèles, nous pourrons alors en déterminer
la grandeur au moyen d'un polygone funiculaire.

Soit donné (Pl. IV, fig. 57 et 58) la force R = ab, nous voulons
en déterminer les composantes suivant les deux directions 1 et 2
parallèles à la force R. Prenons une force auxiliaire oa choisie
d'une manière tout-à-fait arbitraire; menons (f.~ parallèle à oa et

~Yparallèle à ob. Nous formerons ainsi le polygone funiculaire
(f.~'Y.

Appliquons aux forces R 1,2 les conditions de l'équilibre.
Pour que ces forces soient en équilibre il faut que les côtés

extrêmes du polygone funiculaire se confondent en une seule et
même droite. Mais (f. et y sont deux points de ces côtés extrêmes,
la droite \LY,sera donc la ligne finale du polygone funiculaire.
Quant aux forces 1 et 2, nous les trouverons facilement dans le
polygone des forces en menant par 0 une parallèle à \LY;cette pa-
rallèle coupe la droite ab au point c. La force 1 sera déterminée
par le rayon oc et par le rayon oa mené parallèlement à \L~; de
même 2 sera comprise entre le rayon oe et le rayon ob parallèle à ~y.
Les composantes 1 et 2 et la force R sont de directions opposées:
ainsi, R agit de haut en bas; t et 2 aussi de haut en bas (suivre
les flèches indicatrices du polygone des forces).
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Dans l'exemple traité (Pl. IVfig. 57)t 58), nous avons pris R ==241 et nous
avons trouvé pour valeurs des composantes:

i = 81 et 2 = 16t.

DÉCOMPOSITION D'UNE FORCE EN TROIS COMPOSANTES DONT LES
A

DIRECTIONS NE SE COUPENT PAS EN UN MEME POINT

Une force peut toujours se décomposer suivant trois directions
ne passant pas par le même point.

Soit par exemple (Pl. IV. fig. 59 et 60) la force donnée R à dé-
composer suivant les directions 1,2,3. Pour cela, déterminons le
point d'intersection de la force R avec rune quelconque des direc-
tions 1,2,3, par exemple avec la direction 1. Soit a. ce point d'in-
tersection; joignons le point a. au point d'intersection des deux
droites 2 et 3; nous pourrons alors décomposer R suivant
les droites a.~ et 1; ac représentera la composante X et bc
la composante L Nous décomposerons ensuite la force X suivant
les directions 2 et 3, et nous obtiendrons en cd et en ad les com-
santes 2 et 3. Toutes les composantes sont de sens opposé à celle
de la résultante.

Dans l'exemple traité (Pl. IV, fig. 59 et 60); nous avons pris R = 251et nous
nous sommes donné les trois directions des composantes f ,2,3 ; les valeurs
de ces composantes déterminées graphiquement seront:

i :::::;1218 ; 2 = 201 ; 3 == f8t.

Des poutres.

Jusqu'à présent nous nous sommes occupés de la composition
des forces d'une manière généraJe sans avoir égard à leur mode
d'action.

Dans la suite nous traiterons spécialement des forces agissant
sur les poutres.

Par poutres nous entendons toute construction destinée à fran-
chir, à couvrir, à fermer un espace et capab]e de supporter, outre
son poids propre, des charges accidentelles.

Une poutre peut être supportée en un, deux, trois ou en un
plus grand nombre de points; ces points s'appellent points d'appui.
Nous classerons les différentes poutres suivant le nombre des
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points d'appui et nous aurons alors les poutres reposant en un,
deux, trois points, etc.

Nous avons représenté (Pl. IV, flg. 60) une poutre qui est
encastrée à son extrémité; (fig. 61), une poutre reposant en deux
points; (fig.62), une poutre reposant en:trois points et (fig. 64) une
poutre reposant en quatre points.

Toutes les forces agissant sur une poutre
\ étant en équilibre,

nous pourrons diviser ces forces en deux groupes distincts. L'un
de ces groupes comprendra les fo 'ces provenant du poids propre
de la poutre et des surcharges accid entelles; l'autre les réactions
des points d'appui. Les forces composant le second groupe sont
la conséquence immédiate de l'action des forces du premier. La
direction des réactions dépend de la forme des surfaces de contact.
Toutefois nous considérerons toujours les réactions comme nor-
males aux surfaces de contact, c'est-à-dire que nous négligerons
les effets du frottement, capable de produire une déviation dans

. la direction des réactions. La grandeur des réactions dépend aussi
bien de la grandeur et de la direction des charges que de la forme
de la poutre; dans bien des cas, elle dépend encore de la nature
du matériel employé. En vertu de l'équilibre, la résultante des
réactions d'une pout('e et la résultante des forces agissant sur
cette poutre doivent être égales, agir au même point, et avoir
des directions contraires.

Dans une poutre droite, les réactions sont verticales, dans une
poutre courbe (arcs et ponts suspendus), elles sont inclinées.

Nous avons représenté (Pl, IV, fig. 60) une poutre droite repo-
sant sur un point d'appui; (fig. 61) une poutre reposant sur deux
points d'appui. La figure 63 donne l'idée d'une poutre supportée
en quatre points. Des poutres courbes reposant en deux et trois
points d'appui sont indiquées (fig.64 et fig. 62).

Les poutres droites ont en général un axe horizontal, ou tout
au moins leurs points d'appui sur une même ligne horizontale.
Dans certains cas, ces appuis sont à des niveaux différents (Pl. IV,
fig. 6~let 66).

Dans cet ouvrage nous ne traiterons que des constructions et
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calculs relatifs aux poutres reposant en un ou en deux points
d'appui, et dont les éléments pourront être déterminées par les
lois de la statique. .

, ,
POUTRES REPOSANT EN SES DEUX EXTREMITES.

Les forces qui agissent sur une poutre sont de deux natures;
elles peuvent être concentrées, ou bien réparties. Par forces con-
centrées, nous comprenons celles qui agissent en certains points
de la poutre; par forces réparties, celles dont les points d'appli-
cation se trouvent infiniment rapprochés J'un de l'autre. Ces der-
nières peuvent agir soit sur toute la longueur de la poutre, soit
seulement sur une certaine partie de la portée; elles peuvent de
plus être réparties d'une manière uniforme ou va~iable. Si nous
portons (Pl. V, fig. 74~et 76) en chaque point de la poutre une or-
donnée proportionnelle à la force agissant en ce même point, nous
obtiendrons une surface représentative de la charge répartie sur
cette poutre. La surface ombrée (fig. 74) donne le cas d'une charge
uniformément répartie; celui d'une charge répartie d'une manière
quelconque se trouve indiqué (fig. 76).
.Nous ne considérerons tout .d'abord dans ce qui va suivre, ni le
mode de construction, ni la nature du matériel employé, ni le
poids propre de la poutre, pour ne nous occuper que des forces
agissant sur elle et des réactions engendrées en chaque point
d'appui.

, ,
DETERMINATION DES REACTIONS.

Soient (Pl. IV, fig. 69) 1,2,3,4, quatre forces verticales agissant
sur la poutre xy ~ cherchons les réactions qui leur font éqqilibl'e
Pour cela, construisons d'après les procédés connus, le polygone
des forces au moyen d'une force auxiliaire oa, ainsi que le poly-
gone funiculaire correspondant(fig. 68 et 69). Nous savons que les
réactions sont dirigées suivant les verticales passant par les
points d'appui x et y; nous savons de plus que ces réaction~
doivent être en équilibre avec les forces 1, 2, 3, 4; leur son:llue
est donc représentée au polygone des forces par la grandeur ae.
De ce qu'il y a équilibre, il s'en suit que les tang~ extrêmes

f\
L ,5

f.!::/V0'::
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du polygone funiculaire sont dirigées suivant une seule et même
droite. Ces tangentes extrêmes devant couper les tangentes voi-
sines (/.~ et 'l)~aux points d'intersection de ces dernières avec les
verticales passant par les points d'appui, leur position se trouve
donc être parfaitement déterminée, et leur direction est donnée
par la droite (/.~.Nous obtiendrons la grandeur de chacune des
réactions en menant par le pôle 0 du polygone des forces des pa-
rallèles aux côtés du polygone funiculaire.

La réaction A se trouvera déterminée par les tangentes tL~
et (/.~.Mais dans le polygone des forces, oa se trouve être üne
parallèle à (/.~,il ne nous restera donc qu'à mener par le point 0
une parallèle à (/.~.La droite af, interceptée par les rayons oa et
of, donne la grandeur de la réaction A. Quant à sa direction, elle
est directement opposée à celle des forces 1, 2, 3, 4. La réaction
B se déterminera de la même manière et sera donnée ,par la
droite:'ef. Le polygone des forces se troùve ici réduit à une droite;
pour qu'il y ait équilibre, il faut que les flèches indicatrices sui-
vent toujours la même direction; pour les réactions A et B, elles
seront alors dirigées de bas en haut.

Nous trouverons, en appliquant les procédés connus, la résul-
tante d'un nombre quelconque de forces. Ainsi nous obtiendrons
la direction de la résultante R 1,2, , des forces, 1 2, 3 en menant
une verticale par le point de rencontre v des côtés du polygone
funiculaire (/.~ et~'l). Quant à la grandeur de cette résultante
R1,2,S,nous la trouverons dans le polygone des forces en menant
par le pôle 0 des parallèles à (/.~ et à ~'l),la ligne ad représentera
donc cette résultante en grandeur.

C'est ainsi que nous avons trouvé (Pl. IV, fig. 69), en prenant f == if t;
2 == 9 t; 3 == 12 t; 4 == 8 t, les grandeurs des réactions A et B, et de la résul-
tante Rb2,S'

A == 2f1 ; B:=::: 19t ; R1,2;S :::: 321.

Nous pourrons aussi trouver très facilement la grandeur de
ces mêmes réactions en nous basant sur l'équilibre de toutes les
forces agissant sur la poutre. Nous savons en effet que la somme

.

des moments de toutes ces forces pris par rapport au même point
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doit être égale à zéro. Nous pourrons alors établir une équation
dans laquelle A et B seules entreront comme inconnues (les
distances des points d'application des forces 1, 2, 3, 4 aux appuis
x et y étant connues). Nous avons une équation à deux incon-
nues; pour résoudre le problèn1e, il nous faudrait poser une
seconde condition; mais en prenant les moments par rapport a
l'un des points d'appui, par rapport à y par exemple, nous remar-
quons que le moment de la force B devient nul et par suite notre
équation ne renfermera plus qu'une seule inconue.

Nous pourrons poser l'équation suivante (fig. 69) rapportée
au point y.

A.l- f.lt - 2.l2 - 3.13-- 4.ll, == 0;
D'où:

A ==
f .l1 + 2.l2 + 3.l3 + 4.l4

l

Remplaçant les lettres par leurs valeurs, nous aurons:

Ifl. 5ill + 91 . 3m,8 + f2' . 2m,2 + SI . tm,3
A == 6m

126mt
A == - - 211

6m - .
Nous savons de plus que:

A + B = 1 + 2 + 3 + 4.

Nous aurons donc par suite:

B = { + 2 + 3 + 4 - A = 1{t + 9t + i2t + gt - 2f
== f9t.

Une autre manière de déterminer B consisterait à poser l'équation des
moments de toutes les forces agissant sur la poutre, en les rapportant au
point x. La réaction totale se compose des réactions partielles des différentes
forces, déterminées comme si chacune d'elles agIssait seule sur la poutre.
L'équation précédente est applicable et les termes correspondants nous don-
neront la quantité pour laquelle chaque force entre dans la valeur de la
réaction totale. Ainsi pour la force 2, cette cluantité sera:

2.l 9t . 3ms
l ~

6m == 5t 7.

Si la force 2 agissait isolément, la réaction A serait alors égale à 5t7.

Les charges se trouvent-elles placées ou symétriquement par
rapport à l'axe de la poutre, ou bien encore uniformément répar-
ties sur toute sa longueur, les réactions A et B sont alors égales
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entre elles; chacune a pour la valeur la demi-somme des forces
agissant sur la poutre.

,
DES MO},fENTS FLECHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS DANS, ,

UNE POUTRE REPOSANT EN SES DEUX EXTREMITES.

Supposons construits (Pl.V, fig. 70 et 71)le polygone des forces
et le polygone funiculaire correspondants aux forces 1, 2, 3, 4. Si
par le pôle 0 du polygone des forces nous men?ns une parallèle
à a.s, nous aurons de suite la grandeur des réactions A = at et
B=te.

Au llloyen de ces deux polygones, nous trouverons facilement
la résultante d'un certain nombre de forces. Déterminons par
exemple la résultante des forces A, 1.2.

Pour cela coupons la poutre par un plan xx, qui partagera les
forces agissant sur celle-ci, en deux groupes. Ces deux groupes
de forces sont forcément en équilibre; leurs résultantes seront
alors égales mais de directions opposées. Nous pourrons consi-
dérer indifféremment l'un~oul'autre de ces groupes pour en déter-
miner la résultante.

Dans la suite de notre ouvrage (à moins d'une remarque toute
spéciale), nous ne nous occuperons toujours que du groupe des
forces situées à gauche de la section considérée.

Ceci posé, si par le pôle 0 du polygone des forces, nous me-
nons des parallèles aux côtés correspondants a.1;et y~ du poly-
gone funiculaire, nous obtiendrons en te la grandeur de la résul-
tante cherchée Rx. Nous trouverons un point de la position de
cette résultante en prolongeant les côtés correspondants du poly-
gone funiculaire a.s ct y~ jusqu'à leur rencontre au point n~.
Menant par ce point un€, verticale, nous aurons la position de
Rx. Cette résultante est égale à la somme algébrique des forces
A, 1, 2; A étant plus grand que 1 + 2, ce qui Ise voit clairement
dans le polygone des forces, il s'ensuit que Rx agira de bas
en haut.

Considérons une autre section de la poutre, par exemple Xj, Xi?
déterminons comme précédemment la résultante de toutes les



48 :éLÉMENTS DE LA STATIQUE GRAPHIQUE

forces agissant à gauche de la section Xi Xi. La grandeur de cette
résultante sera donnée par la ligne rd; mais son point d'applica-
tion tombe à droite de la section considérée, ce qui tient à ce que
le côté ~'f)du polygone funiculaire est incliné de gauche à droite.
La ligne rd est égale à la somme algébrique des forces A, 1,2,3 ;
or comme A < 1 + 2 + 3, il s'ensuit que RX1agira de haut
en baG. Remarquons que pour trouver les résultantes' correspon-
dant aux différentes sections de la poutre, le côté du polygone
funiculaire cq~,côté que nous appellerons la ligne finale de ce
polygone, est toujours à considérer avec l'autre côté du polygone
funiculaire correspondant à la même section. Il s'en suit qui si
par le pôle du polygone des forces nous menons un rayon of
parallèle à la ligne finale du polygone funiculaire, les diverses
résultantes agiront de bas en haut tant que les autres rayons
menés par le pôle 0 se trouveront au-dessus du rayon of; et de
~1aut en bas, dans le cas contraire. La résultante, ou autrement
la force extérieure à la section considérée, tombera toujours
en-dessus du rayon of, si les côtés correspondants du polygone
funiculaire se coupent à gauche de la section considérée et
inversement.

Nous pourrons donc 8tablir la règle suivante:
La force extérieure à une section quelconque s'obtient en me-

nant par le pôle du polygone des forces des parallèles aux côtés
correspondants du polygone funiculaire; elle est représentée en
grandeur par le segment intercepté par ces parallèles sur la ver-
ticale où se trouvent portées les forces agissant sur la poutre, et
est dirigée suivant la verticale passant par le point d'intersec-
tion des côtés du polygone funiculaire prolongés. Ce point d'in-
tersection tombe-t-il à gauche de la section considérée, la résul-
tante agit de bas en haut; tombe-t-il au contraire à droite, elle
agit en sens inverse.

Le moment statique d'une force pris par rapport à un point
quelconque situé dans le plan de la poutre, par exemple par
rapport au point X, se détermine ainsi qu'il suit. Menons par le
point considéré une parallèle à cette force: prolongeons les côtés
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du polygone funiculaire correspondant à cette force, 2 par exem-
ple, jusqu'à leur rencontre avec cette parallèle. La grandeur
ainsi interceptée sur cette parallèle Y2== rq est proportionnelle au
moment cherché.

Nous obtiendrons la valeur de ce moment en multipliant la
longueur Y2 par la distance polaire H du polygone des forces.

Le moment statique de la force 2 pris rapport au point X est
alors:

M2 == Y2 H.

En effet les triangles yrq et obe étant semblélbles, nous pour-
rons poser l'équation:

bc ou .- == - ou hwn : bc. 'lP-:- qr. ou
qr 7P

,

Faisant dans cette équation bG- 2 et yp = l, le momentde la
force 2 par rapport à X devient:

(2).l ~
HY!L'

La longueur H est la perpendiculaire abaissée du point 0 dans
le triangle des forces (le polygone des forces se réduisant à un
triangle dans le cas des forces parallèles). Ce n'est pas autre
chose que la composante horizontale constante des forces repré-
sentées par les rayons du polygone des forces, c'est-à-dire des
tensions du polygone funiculaire; et pour cette raison, nous la
désignerons sous le nom de tension horizontale.

La tension horizontale H entrant comme facteur dans l'expres-
sion du moment, il sera bon de choisir le pôle 0, de telle façon
que la grandeur H soit représentée par un nombre ,exact d'unités,
par exemple 1, 2, 3,4,5, 10,100, etc. (Cette mesure facilitera en
effet beaucoup les lectures à faire ~ur Jes épures).

Un moment étant, comme nous l'avons vu, le produit d'une
force par une longueur, il s'en suit que la tension hdrizontale H
pourra représenter indistinctement soit une force, soit une lon-
gueur. Dans le premier cas, y sera à lire en unités de longueur,
et dans le second, en unités de forces.

<1
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Lorsque la tension horizontale sera exprimée en unités de
forces, nous la désignerons par la lettreH; dans le cas con-
traire, nous la représenterons par la lettre h. La même remar-
que s'applique aux ordonnées Y et y.

Le moment d'une autre force, par exemple de la force 3, pris
par rapport au point X ou par rapport à tout autre point de la
verticale passant par X, a pour expression:

Ma == ru. H == Y3. H.

La somme des moments des deux forces 2 et 3 sera donc pour
le point X :

M2 3
-::z:. quo H == ( Y2 + Y3 ). H.,

Nous saurons déterminer de même la sor.omedes moments ou
bien encore le moment de la résultante d'un nombre quelconque
de forces extérieures à la section xx. Les côtés du polygone funi-
culaire à considérer seront l'un la ligne finale, et l'autre le se-
cond côté vù rencontré par la section xx. Les deux côtés pro-
longés coupent sur la verticale passant par X la longueur tr
et le moment correspondant a pour valeur:

Mx = tr. H = Yx H.

Pour la section xi Xi le moment de la résultante RXi sera:,
MX1 = tu . H == YX1 H.

La quantité y tombe-t-elle en dessous de la ligne finale du
polygone funiculaire, le moment est positif; dans le cas contraire
il est négatif.

Les côtés du polygone funiculaire correspondant à une section
quelconque, à la section xx par exemple, ne nous donnent pas
seulement les grandeurs Yx proportionnelles au moment, ils dé-
terminent de plus la position de la force Rx extérieure à la sec-
tion considérée. L'ordonnée y est-elle comprise en dessous de la
ligne finale du polygone funiculaire, la force extérieure doit alors
avoir son point d'application situé à gauche du point X; à droite, dans
le cas contraire. Mais comme la position de cette réslùtante est
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parfaitement détermin~e, il s'en suit que le moment de cette der-
nière sera positif pour tout point pris à gauche et négatif pour
tout point pris à droite.

Le point X tombe-t-il sur la section même, la même méthode
est encorA applicable à la détermination du moment de la force
extérieure à cette section. Cherchons par exemple le 1110mentde
1 par rapport à v. Pour cela, prolongeons les côtés du polygone
funiculaire ~~ et ~y. Ces côtés coupent sur la verticale passant
par v une longueur Yi == sti et le moment cherché est:

Mi == YiH.

De même nous trouverons le moment de la force extérieure à
la section xx ; il a pour expression:

M == Y H.v v

Les côtés du polygone funiculaire correspondants cxçet ya inter-
ceptent sur la verticale v le segment Yv. Si nous cherchons les
valeurs des moments pour toutes les sections possibles, nous
remarquons que les ordonnées y sont toutes interceptées par la
ligne finale du polygone funiculaire et par l'autre côté correspon-
dant à la section considérée. La surface comprise entre la ligne
finale et les autres côtés du polygone funiculaire s'appellent pour
cette raison la surface representative des moments. Chaque or-
donnée de cette surface représente en effet le moment de la force
extérieure à chaque section; aussi désignerons-nous ces ordon-
nées par le nom d'ordonnées représentatives des moments.

Dans une poutre reposant sur deux appuis, toutes ces ordon-
nées tombent en-dessous de la ligne finale du polygone funicu-
laire ; les moments seront donc de même signe et seront tous
positifs.

Dans le cas de charges concentrées, le moment fléchissant a
une valeur maxima qui correspond toujours à l'un 4es som-
mets du polygone funiculaire; il est nul en chacun des points
d'appui.

Dans l'exemple traité (fig. 70 et71) nous avons conservé les valeurs données
ci-dessus et nous avons trouvé les résultats suivants:
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Pour le point X ou bien pOUl' tout point de la verticale passant par, X, le
moment fléchissant dû à la force 2 est:

M2 == Y2 .H == q}' . II == Om,945 .201 == 18mt90.

Le moment de la force 3 est:

1\13 == Y3 .H == ru . H == 3m,44 .201 == 68mt80.

D'où la somme G9" deux moments:
J.\:h,3= (Y2 + Y3) II = qu H = 4m385 . 20t =-::87mt70.

La somme des moments de toutes les forces agis~ant SUl' la section xx
est:

Mx = Yx H == 'Pt . H = om,823. 20t = 16mt46.
La somme des moments de toutes les forces agissant sur la section Xi {t'i :

MI1 = Yli. H:= tu. Ii = 4m26. 2ût = 85mt20.

Pour un point quelconque de la section xx menée par le point
poutre, le moment de la force lest:

Mi = Yi . H = st' . H = Om39. 20t = 7mt80.

v de la

La somme de toutes les forces agissant sur cette section xx pris par rap-
port à un point quelconque de cette section est: '

Mv = 1!v. H = ic.H = Im,83. 20t = 36mt,6.

DES EFFORTS TRANCHANTS.

Par e.ffort tranchant, nous entendons la composante de la force
extérieure à une section quelconque agissant dans le plan même
de cette section. Dans une poutre droite où toutes les forces sont
verticale8, cette composante ne différera donc pas de la résul-
tante. L'effort tranchant tend à désagréger ou à cisailler les
molécules du matériel constituant la poutre.

Si nous supposons déterminées pour toutes les sections d'une
poutre les forces extérieures et si nous portons à partir d'un axe
horizontal et sur la verticale correspondant à chacune d'elles la
valeur de cette résultante, nous obtiendrons en joignant entre
elles les extrémités de toutes ces ordonnées, la ligne repré-
sentant les variations des efforts tranchants, ou plus simplement
la ligne des efforts tranchants.

Pour construire la ligne des efforts tranchants, nous prendrons
(Pl. V, fige 72) un axe horizontal quelconque If, sur lequel nous
porterons la longueur de la poutre. Nous déterminerons ensuite
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pour chaque section la grandeur de la résultaute correspondante.
A cet effet, nous considèrerons tout d'abord une section infini-
ment rapprochée de A; la seule force agissant sur cette section
sera la force A, qui représentera l'effort tranchant dans la section
considérée. Le polygone des forces nous donnant en af la gran-
deur de A, nous porterons cette valeur f:,ûrla perpendiculaire à
l'axe tf passant par le point A. Nous aurons de plus soin de por-
ter cette longueur fa au-dessus de l'axe If, la force A agissant
de bas en haut.

Si nous répétons cette cOn,<;tructionet si nous cherchons l'ef-
. fort tranchant correspondant à chaque section comprise entre les

forces A et 1, nous trouverons pour toutes ces sections la même
yaleur comme effort tranchant, puisque nous ne rencontrerons
aUCUllëautre force entre A et 1.

L'effort tranchant entre A et 1 sera alors constant et sera re-
présenté par une parallèle à l'axe If menée par le point a.

Considérons maintenant une section entre 1 et 2, infinimènt
rapprochée de la force 1, menons dans le polygone des forces
des rayons parallèles à la ligne finale et au côté ~y du polygone
funiculaire rencontrés par la section considérée; la droite fb
interceptée par ces rayons nous donnera la grandeur de la résul-
tante cherchée. Cette résultante a:pour valeur:

R = A - 1 = fa - ab = fb

elle agit de bas en haut, A étant plus grand que i.
Pour toutes les sections .comprises entre les forces 1 et 2,

l'effort tranchant aura toujours la même intensité et sera repré-
senté par une droite menée par le point b parallèlement à l'axe ff.

En appliquant la même construction, nous déterminerons faci-
lement les ordonnées fe, td, te, correspondant aux sectio~s infi-
niment voisines des forces 2, 3, 4; fd et te, agissant de haut en
bas devront être portés en dessous de l'axe ff". La force te est
égale à la réaction B, mais agit en sens inverse des précédentes.

Ainsi, comme nous pouvons le voir par ce qui précède, nous
saurons construire directement la ligne des efforts tranchants au
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moyen du polygone des forces en portant dans chaque section
considérée la longueur déterminée dans le polygone des forces
par les rayons parallèles à la ligne finale et au côté correspon-
dant du polygone funiculaire. Les longueurs ainsi interceptées.
fa; fb; fe tombant en-dessus du rayon parallèle à la lÏgne finale du
polygone funiculaire devront être portées en dessus de l'axe ff;
les autres fd et te, par contre, en dessous~

Pour la section correspondante au point 0 l'effort tranchant est
nul, c'est-à-dire qu'en passant par le point 0 l'effort tranchant
change de signe et de positif devient négatif et inversement.

L'effort tranchant est nul au point 0 et atteint ses deux valeurs
maxima sur les appuis. Si clonc nous comparons les positions
de ces maxima et de ce minimum avec celles des minima et du
maximum des moments fléchissants, nous pourrons établir la
règle suivante:

Dans une poutre reposant en ses deux extrémités, le moment
fléchissant est maximum là où l'effort tranchant est nul et réci-
proquement.

Dans la recherche des efforts tranchants (Pl. V, fige 72), la
construction se trouve disposée de façon à pouvoir tracer les
variations des efforts tranchants par une simple projection du
polygone des forces.

Dans l'exemple traité (PI. V fig. 70 et 71) nous aurons trouvé les résultats
suivants:

fa = A = 16t 88

tb = 12t88

te = 5t88
td = - lOQ2
fe = - B = - 2Qt12.

,
DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS SOUS

, , , ,
UNE CHARGE REPARTIE UNIFORMEMENT OU D UNE MANIERE:

VARIABLE.

Charge répartie d'une manière variable.

Soit (PL V, fig. 76) une poutre reposant en ses deux points
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extrêmes et soumise à l'action d'une charge proportionnelle à la
surface ombrée. A chaque mètre carré de cette surface doit cor-
respondre un poids de 10 tonnes. L'échelle des longueurs est de
0,010 par mètre.

Si nous mesurons cette surface en la réduisant à la base
a = 1m,OOla longueur proportionnelle exprÜnée en millimètres
nous donnera le nombre des tonnes composant la charge entière.

\

Ne pouvant construire avec des forces infiniment rapprochées
l'ufte de l'autre, nous partagerons la surface ombrée en plusieurs
surfaces élémentaires, ou autrement dit" nous partagerons les
forces en un certain nombre de groupes.

Divisons la surface ombrée en un certain nombre de surfaces
élémentaires, par exemple en cinq.

En mesurant séparélnent chacun de ces éléments, nous obtien-
drons la grandeur de la résultante des forces compr~ses dans
chaque groupe. Ces résultantes agissent aux centres de gravité
des éléments considérés: au moyen des forces ainsi déterminées
1, 2,3,4,5, nous construirons le polygone des forces et le poly-
gone funiculaire correspondant (Pl, V, fig. 75 et 76).

Le polygone funiculaire correspondant à une charge répartie
sur toute la longueur de la poutre ayant un nombre infini de côtés,
la surface des moments est alors limitée par une courbe. Le
polygone funiculaire iX~yD'!)Çpconstruit avec les forces t, 2,3,4,5
enveloppe donc une coutbe dont les côtés iX~,~y, y~ etc., sont des
tangentes. Quant aux points de tangence, ils se trouvent déter-
minés par la rencontre des côtés du polygone funiculaire avec
les verticales de séparation de deux surfaces élémentaires con-
sidérées.

Joignant alors tous ces points de tangence par une courbe con-
tinue, nous obtiendrons la courbe des moments fléchissants rxabcdp
correspondant à la charge considérée.

Nous allons démontrer que le côté du polygone funiculaire ~y
est une tangente au point a à la courbe des moments fléchis-
sants. En effet,les côtés infiniment petits du polygone funiculaire
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a et a.prolongés doivent se couper en un point de la force 1 con-
sidérée comme résultante des forces comprises entre a.et a. De
même les côtés infiniment petits du polygone funiculaire a et b
doivent se couper en un point de la force 2 considérée comme
résultante des forces comprises entr€ a et b. Mais les côtés du
polygone funiculaire d:~et ~y ainsi que les côtés ~y et yDse cou-
pent également sur la direction des forcés 1 et 2. De plus, d'après
notre hypothèse, rx,a et b sont aussi des points de la courbe des
moments. Le côté ~y doit se confondre avec le prolonge-
ment du côté infiniment petit du polygone funiculaire passant par
le point a ; ~y sera donc une tangente à la courbe avec a comme
point de tangence.

La même démonstration s'appliquerait à tous les autres côtés
du polygone funiculaire,

PIns nous considérerons de sttrfaces élémentaires et plus nous
obtiendrons de points de la courbe des moments. Si n011Sjoignons
les points de rencontre tl.,p des côtés extrêmes du polygone funi-
culaire et des verticales passant par les points d'appui, nous au.,.
l'ons en ocpla ligne finale du polygone funiculaire. Menons par lé
pôle 0 du polygone des forces une parallèle og à la ligne finale
du polygone funiculaire tl.p,cette parallèle déterminera en ga et
gf les réactions des appuis A et B.

Pour trouver la position de la résultantë déS forces agissant
sur une section considérée, nous opérerons comme précé-.
demment. Nous prolongerons les côtés du polygone funiculaire
correspondant à la section considérée, c'est à dire la ligne
finale et la tangente jusqu'à leur point d'intersection. Ce point
sera précisément un point de la position de la résultante
cherchée. Ainsi la résultante des forcés agissant sur la section
xx passe par le point de rencontre m de la ligné finalê
du polygone funiculaire et de la tangente au point t1. Ge point
est parfaitement déterminé puisque, comme nous l'avons
vUplus haut, la tangente au point a se confond a~ec le côté ~y
du polygone funiculaire construit avec les forces 1,2,3,4,5.
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Quant à la grandeur de cette résultante, nous l'obtiendrons en
menant par le pôle du polygone des forces des rayons parallèles
aux côtés correspondants du polygone funiculaire. Pour la section
considérée xx, la résultante sera donnée en grandeur et en di-
rection par bg = Rx. Le procédé employé est en tous points
identique à celui dont nous nous sommes servis dans le cas de
charges concentrées; mais au lieu de <lonsiclérerici les côtés du
polygone funiculaire, nous devrons opérer avec les tangentes
à la courbe des moments.

Le moment fléchissant correspondant à un certain nombre de
forces pourra se déterminer de la Inême manière que dans le cas
de charges concentrées. La surface des moments se trouve ombrée
sur l'épure.

Nous pourrons appliquer aussi nos principes connus à la recher-
che des efforts tranchants. Dans ce cas Hs ne seront pas repré-
sentés par une surface étagée, mais par une surface limitée par
une courbe continue.

En effet, pour construire la surface des efforts tranchants, il
nous faudra considérer dans la poutre un nombre infini de sec""
tions ; mais, comme cela se trouve pratiquement impossible, nous
nous contenterons de déteflniner les efforts tranchants corres-
pondant à un certain nombre d'entre elles, par exemple aux sec-
tions passant par les verticales de division. En chaque section
considérée, nous porterons comme ordonnnée à partir d'un axe
horizontal la valeur de la force extérieure, nous joindrons par
un trait continu les extrémités de ces ordonnées, et la courbe
ainsi obtenue sera la courbe des efforts tranchants.

Pour une section infiniment rapprochée du point d'appui gau...
che, l'effort tranchant ne sera autre que la réaction même de
cet appui.

Pour une section quelconque, pour la section XiXipar exemple ,
nous déterminerons l'effort tranchant ainsi qu'il suit: nous mèn&-
rons par le point n la tangente tt à la courbe des moments, puis
par le pôle 0 du polygone des forces un rayon op parallèle à
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cette tangente; la verticale gp comprise entre ce rayon op et le
rayon og mené une fois pour toutes parallèlement àla ligne finale
du polygone funiculaire, nous donnera r effort tranchant cherché.
La droite gp tombant en dessus' du rayon og devra en gp se por-
ter en dessus de l'axe gg.

Si nous faisons passer la section xx par la verticale sépa-
rant les deux surfaces élémentaires 1 et 2, nous remarquerons
que la tangente à la courbe des moments se trouve déjà tracée,
cette tangente concordant avec le côté ~y du polygone funicu-
laire enveloppe construit en premier lieu. L'effort tranchant
correspondant est gb.

Nous déterminerons de même la valeur des efforts tranchants
pour toutes les autres sections jusqu'à ce que nous arrivions
enfin à la réaction opposée B. La courbe joignant entre elles les
extrémités des ordonnées ainsi déterminées sera la courbe
représentative des efforts ttanchants.

L'effort tranchant atteint ici de nouveau ses maxima sur les
points d'appui de la poutre; il est au contraire nul là où le mo-
ment fléchissant est maximum.

Si dans le polygone des forces nous portons à partir du point a
la longueur as représentant toute la charge s'étendant du point
d'appui à la section considérée X2X2,nous pourrons déterminer la
tangente à la courbe des moments passant par le point r'. En effet
la parallèle t1 tj menée par r au rayon os est la tangente cher-
chée.

Dans l'exemple traité (Pl. V, fig. 76), nous n'avons indiqué de la construc-
tion que ce qui avait rapport au premier élément l, soit bz la largeur, et hi
la hauteur moyenne du trapèze, soit bv = 1ID la base de réduction
choisie, la surface du trapèze représentera la force 1.

ab = 1 = lOt4.

La surface ombrée (fig. 7ô) a été partagée de telle manière que chacun des
éléments pût être considéré comme un trapèze et mesuré comme tel.

C'est pourquoi les divisions se trouvent plus rapprochées là où la courbe a
un plus petit rayon de courbure et inversement. En prenant ces divisions
égales, la surface des éléments se mesurera plus facilement. Mais malgré la
commodité qu'offre une pareille division, nous ne pourrons pas toujours
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l'employer, n'étant pas libres de faire tomber les lignes de séparation là où
bon nous semblera.

Dans l'exemple traité (Pl. V, Hg. 75 et 76), les forces qui nous ont servi à
construire le polygone funiculaire enveloppe sont:

i = fOt4; ~.= 8t6 ; 3 = 8t5 ; 4 = 7t2 ; 5 = 6t5.

Les valeurs des réactions construites graphiquement sont:

A = 20t8 B = 20t4.

Le moment fléchissant total de toutes forces agissant sur la section XsXs
pris par rapport ~ un point quelconque de cette section sera:

Mx == Yx3H == Om86 . 20t == 17mt2.
3

L'ordonnée maxima de la courbe des moments est Ymax= im~8.

Le moment fléchissant maximum aura donc pour valeur:

Mmax= YmaxH =. tm48.20t = 29mt6.

Charge uniformért~ent répartie.

La surface ombrée (Pl. V, fig. 74) représente une charge uni-
formément répartie.

Partageons cette surface en deux parties égales et remplaçons
chacune d'elles par la résultante de toutes les forces qui la com-
posent et agissant en son centre de gravité, soit ab = '1 et
bc = 2.

Construisons (Pl. V, fig. 73) le polygone des forces 1 et 2 et
(Pl. V, fig. 74) le polygone funiculaire cx'Y~~.

Nous avons vu dans le cas précédent que, pour une charge
répartie, les côtés du polygone funiculaire enveloppe sont des
tangentes à la courbe des moments en leurs points de rencontre
avec les verticales de division; c<'p,y~, et p~ seront alors des tan...
gentes à la courbe des moments aux points correspondants cx,À,~.

Si maintenant nous répétons la même construction pour la partie
gh, c'est-à-dire si nous la divisons à son tour en deux parties
égales et si nous rernplaçons chacune d'elle par la résultante P ,P
de toutes les forces qu'elle cornprend et agissant en son centre
de gravité, nous pourrons construire le polygone des forces
QGtàbet le polygone funiculaire CX1)û)Àcorrespondant. Les points
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rl.-YÀseront des points de la courbe des moments et les tangentes
en ces points seront données par les lignes cr.:IJ,"1)(0,et (0À.

Nous pourrions à nouveau appliquer la même construction à
la partie gk et obtenir de nouvelles tangentes et de nouveaux
points de tangence à la courbe des llloments. Comme on peut le
remarquer, chaque nouvelle tangente n'est autre que la ligne
joignant les milieux des tangentes déjà connues. Ainsi la droite
joignant les deux points milieux 1 et ~ des deux tangentes ap et ~p
est une nouvelle tangente I~ à la courbe cherchée. De même
"f)et (0 étant les points milieux des tangentes al et lÀ, leur ligne
de jonction sera une nouvelle tangente "1)(0.

Il suit de la construction des tangentes énoncée ci-dessus,
que dans le cas d'une charge uniformément répartie le polygone
funiculaire est une parabole. Nous saurons construire très-facile-
ment cette parabole en connaissant simplement les deux tangentes
extrêmes et nous n'aurons nullement besoin de partager la sur-
face ombrée en plusieurs parties égales.

Joignons les points a et ~; le segment parabolique ombré
représentera la surface des moments fiéchissants dont le maXI-
mum correspondra au milieu de la poutre.

Dans l'exemple traité (Pl. V, fig. 74), la charge uniformément répartie se
trouve représentée par un rectangle de Om,8de hauteur et de 6m,Ode longueur
dont chaque mètre carré correspond à un poids dei 0 tonnes (Dans tons les
exemples qui suivront lorsqu'il s'agira de charges réparties, nous conserve-

rons la même échelle, c'est-à-dire t m2= POt).
La charge par mètre courant de poutre sera alors p = St. Les réâctio:Js

sont égales entre eUes, savoir: A = B = 24t. La plus grande ordonnée ou
bien l'ordonnée milieu de la courbe des moments a pour valeur:

Ymax= 1m8.

Le moment correspondant sera:

Mmax = Ymax . H = 1m8,20t= 36mt.

Le moyen le plus simple de construire la courbe des moments
est le suivant:

Soit (Pl. V, fig. 79) une poutre reposant en ses deux extrémités
et chargée uniformément d'un pùids p par mètre courant. Por-
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tons en ab dans le polygone des forces la charge totale (fig. 78). Si
l est la distance des appuis, cette charge sera ab ===pl. Prenons
une tension horizontale quelconque H, remplaçons la charge totale
par une seule force ab = pl agissant an mIlieu de poutre et cons-
truisons le polygone funiculaire correspondant I1.,j~'La courbe des
moments étant une parabole nous pourrons la construire facile-
ment au moyen du polygone o:.j~, rJ.jet j~ étant des tar.gentes à
la parabole des moments aux poin'ts 11., et ~. Joignons les points
milieux ~ et "1) de ces tangentes, cette ligne ~"I) sera nouvelle tan-

gente à la parabole. Quant à son point de tangence pnous l'obtien-
drons en menant une verticale par le point de rencontre r des
deux tangentes l1.,yet ~j. Nous déterminerons dela même manière
les point p. et (ù et nous répèterons la même construction jusqu'à
ce que nous ayons obtenu un nombre suffisant de points et de tan
gentes, qui nous permette de tracer la parabole avec facilité et
exactitude.

Joignant alors 11., et ~, le segment parabolique rJ.~preprésentera

la surface des moments fiéchissants.
Les réactions sont égales entre elles, savoir:

, l.
A=B=p2"

Si dans le polygone des forces nous avions pris le point 0 à
égale distance des extrémités a et b, la ligne finale du polygone
funiculaire serait alors horizontale; ce cas se présente (Pl. V,
fig. 74).

L'ordonnée maxima de la courbe des moments est-elle seule
connue, la parabole se trouve déterminée. En effet, portons sur
une verticale et à partir d'une ligne finale quelconque le double
de cette ordonnée, joignons le point ainsi déterminé aux points
d'intersection de, la ligne finale et des verticales passant par les
points d'appui. Les deux lignes ainsi obtenues sont des tangentes
à la parabole en leurs points de rencontre avec la ligne finale du
polygone funiculaire et nous pourrons appliquer la .construction
précédente.
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Quant à la grandeur de cette ordonnée, nous saurons la déter-
miner facilement.

Considérons la section xx passant par le milieu de la poutre et
déterminons le moment de toutes les forces situées à gauche de
cette section. En divisant ce moment par la tension horizontale
choisie, nous trouverons comme quotient la valeur d,el'ordonnée
cherchée.

Le moment pour la section xx est:

Mais la réaction
positif.

Quant à la résultante de la charge s'étendant sur la moitié de

la poutre, elle est 1J
~ ' son bras de levier est ~

et son moment est.
négatif.

Nous pouvons écrire la relation:

l II
Mmax= YmaxH = A

2 - p 2 4'

l
A a pour valeur A = P"2 et son moment est

l2 l2 i
Mmax= P4 - Pg = 8

pl2 = ymaxH.

D'où l'ordonnée maxima:
1-
8 pl2

Ymax == -
H

La formule Mnwx= ~pl2 détermine alors le moment maximum

dans le cas d'une charge uniformément répartie.
La résultante de toutes les forces agissant sur une section

quelconque aussi bien que la somme des moments de toutes ces
forces par rapport à un point qp.elconque de la section considérée
se déterminera comme dans le cas de charges concentrées;
seulement, au liAl]ilAnous servir des côtés du polygone funicu-
laire, nous devrons opérer avec les tangentes à la courbe des
moments.

Dans le cas d'rLne charge uniformément répartie, la ligne des
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efforts tranchants est une droite (Pl. V, fig. 80) dont les points
extrêlnes sont donnés par la réaction des points d'appui. Cette
droite coupe de plus l'axe en son point milieu. Donc dans une
poutre reposant en ses deux extrémités et chargée uniformément,
le moment fléchissant est n1aximum au milieu de la poutre, et
l'effort tranchant nul.

Pour une section quelconque menée à une distance x de l'appui
gauche, la résultante de toutes les forces agissant entre cette
section et le point d'appui est:

pl
Rx = A - px = '2 -px,

ou bien encore en posant Rx = y,
pl

y=-px+î'

Cette formule est l'expression analytique d'une droite.
Dans le cas de charge uniformément répartie, les variations

des efforts tranchants sont donc représentées par une droite.

Si dans cette formule, nous faisons x= ~ il vient:
2

pl pl
Y=-2:+"2=O,

Si nous faisons x= 0 ou x = l il vient:

pl
Y=2"'

pl pl.
Y =- pl + 2"=-"2

L'effort tranchant est alors nul au milieu de la poutre, et égal
aux réactions des appuis pour les sections menées par les ver-
ticales passant par les points d'appui.

L'angle, que forme la droite des efforts tranchants avec l'hori-
zontale, dépend de la grandeur de p, c'est-à-dire de la charge par
mètre courant.

Dans le cas d'une charge uniformément répartie, la courbe des
moments fléchissants est une parabole; celle des efforts tran-
chants une ligne droite.
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Dans l'exemple traité (Pl. V, Hg. 79), la charge uniformément rép:lrtie a été
prise égale à p= 6 tonnes par mètre courant de poutre; la longueur de la
poutre étant de l = 6m00, les réactions des appuis seront:

pl- 6mOO . 6mOO
-18tA=B=2- 2

.

L'ordonnée maxima de la courbe des moments fléchissants aura pour
valeur:

Ymax= -1,35.

et le moment fléchissant maximum:

Mmax= Ymax.H = 1m35 . 20t = 2.7mt.

Si nous calculons cette valeur d'après la formule:

f
Mmax=

8"
pl2

nous trouverons:

M -~ 6t
<) 216,00

max -
8

. 6,00~=
8

27mt.

L'ordonnée maxima calculée analytiquement aura pour valeur:

Mmax 27mt
Yma:x-- =-- 1m35. - H 20t - .

1
DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS DANS

1 1

LE CAS DE SURCHARGE PARTIELLES UNIFORMEMENT REPARTIES

ET DANS LE CAS DE SURCHARGES MIXTES.

La poutre se trouve chargée uniformément 11~ais seulement
sur une partie de sa longueur.

Soit (PL VI, fig. 85) une poutre reposant en ses deux points
extrêmes et soumise à l'influence de la surcharge partielle repré-
sentée par la surface et.

Nous construirons la courbe des moments fléchissants comme
dans le cas précédent, c'est-à-dire que nous remplacerons la sur-
charge partielle par sa résultante pl agissant au centre de gra-
vité de la surface ef. Au moyen de cette force nous tracerons
(fig. 84) le polygone des forces oab et (fig. 85) le polygone funi-
culaire correspondant 611). Projetons sur le polygone funiculaire
les points extrêmes de la surcharge partielle. Nous savons
qu'entre les points (J.. et ~le polygone funiculaire se trouvera rem-
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placé par une parabole, la surcharge étant uniformément répar-
tie; '81 et 11)seront des tangentes à cette parabole aux points CI.- et

~ que nous pourrons tracer. La ligne des moments fléchissants
est alors représentée par une droite aCl,puis par une parabole Clp~
et ensuite par une nouvelle droite ~1j.La ligne joignant les points
a et ÎÎ est la ligne finale du polygone funiculaire. La courbe ~p~
représenterait la courbe des moments fiéchissants d'une poutre
uniformément chargée et de longueur ef.

La ligne des efforts tranchants est indiquée (Pl. VI, fig. 86).
L'effort tranchant sur l'appui gauche est égal à la réaction de
l'appui A=ca, il conserve cette valeur jusqu'au point e, aucune
charge n'agissant entre ces deux points. Entre les points e et f, il
sera représenté par une droite dont. l'inclinaison sur l'horizontale
dépend de l'intensité de la charge par mètre courant p. Entre le
point f et l'appui droite l'effort tranchant ser:?~donné de nouveau
par une droite parallèle à l'axe QC et dont la distance à cet axe
sera précisément égale à la grandeur de la réaction B= ~b.

Dans l'exemple traité (Pl. VI, fig. 84, 85 et 86), nous avons également
ombré les surfaces des moments fléchissants et des efforts tranchants. Les
données sont les suivantes:

La portée de la poutre est de i2m)oO, et sur une longueur l = 7m,OOagit
une charge uniformément répartie p = 5 tonnes par mètre courant.

La charge totale est pl = 7m)oo.5t = 35t.
Les réactions sont A = i9t ; B = 16t.

Le moment fléchissant est maximum dans la section où l'effort tranchant
est nul, il a pour valeur:

.

Mm(lx= Ymax . h = 1.4t75 . 5m= 73mt75.

La poutr'e est sournise à l'infl'uence de ditfè1"entes charges
uniformement réparties.

Soit (Pl. VI, fig. 82) une poutre soumise à l'action de charges
proportionnelles à la surface ombrée; nous voulons construire la
Egne des moments fiéchissants et celle des efforts tranchants.

Pour cela, nous relnplacerons la surcharge comprise entre m
et n par sa résultante G1, et celle comprise entre n et p par sa ré-

5
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sultante G~ et nous construirons (Pl. VI, fig. 81 et 82) le polygo-
ne des forces et. le polygone funiculaire correspondant. Ces
charges étant uniformément réparties, la courbe des moments se
composera de segments de parabole passant par les points CI." p, û
obtenus en projetant les points rn, net p sur le contour polygonal
CI.,~yû.De plus CI.,~et ~p sont des tangentes à la parapole corres-
pondant à la surcharge n~n et py et yD des tangentes à la para-
bole correspondant à la surcharge np. Les deux tangentes ~p et

py se confondant en une seule droite,il s'en suit que les deux pa-
raboles seront tangentes au point p. A l'aide des tangentes CI.,~et

~p,pyetyû, nous construirons facilement les deux arcs de parabole.
La droite Cl.,Dsera la ligne finale du polygone funiculaire.

Quant à la ligne des efforts tranchants, elle est dans ce cas
représentée par une ligne hrisée, dont le côté le moins incliné
sur l'horizontale correspond à.la surcharge la plus petite. Pour
construire cette ligne brisée, nous considérerons les sections pas-
sant par les points m, n, p et nous déterminerons les forces exté-
rieures à chacune d'elles.Nous porterons avec leurs signes respec-
tifs les résultantes ainsi trouvées à partir d'un axe horizontal dd
sur les verticales passant par les points 111,n, p. Les droites joi-
gnant les extrémités de ces ordonnées représenteront la ligne
des efforts tranchants.

Ici encore le moment fléchissant atteindra son maximum, là ou
l'effort tranchant sera nul.

Dans l'exemple traité (Pl. VI, fig. 81,82 et 83), les données sont les suivantes:
La poutre a une portée de i2m,00; elle se trouve char.~ée à raison de 4

tonnes et à raison de 6 tonnes par mètre courant de poutre.
La construction graphique des réactions donne:

A ==26t1; et B ==31t,9.
Le moment fléchissant maximum a pour valeur:

Mmax == Ymax . h == 17t . om == 85mt.

Le moment fléchjssant de toutes les forces agissant su~ la section X;L', prIs
par rapport à un point quelc0111Ue de cette section, est:

Mx == Yx . h == 12t,20 . 5m == 6imt.
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La poutre est sounÛse à l'action de sûw'charges concentrées
et de surcharges reparties.

Lorsqu'une poutre (Pl. VI, fig. 88) sera soumise à l'action de
surcharges concentrées et de surcharges réparties, nous emploie-
rons la méthode suivante pour construire la ligne.' des moments
fiéchissants et celle des efforts tranchants. Nous partagerons les
charges réparties en un certain nombre d'éléments et ,nous rem-
placerons chacun d'eux par sa résultante agissant en son centre
de gravité. Si pour une section de la poutre une force concentrée
vient s'ajouter à l'action d'un groupe de forces élémentaires, il
nous faudra alors faire concorder la division avec la position de

. cette force concentrée. Nous prendrons par exemple un point de
division q sur la force 3. Nous construirons le polygone des forces
en les portant à la suite les unes des autres toutes les forces agis-
sant sur la poutre et en suivant l'ordre dans lequel elles se pré-
sentent c'est-à-dire Gi, 1,2, G2, 3, G3. .

Nous choisirons la tension horizontale de ce polygone et COllS-
truirons le polygone funiculaire correspondant Cf.~Y6'f))\[1.û}.Proje-
tant ensuite les points de division de la charge répartie sur le
polygone funiculaire, nous obtiendrons les points de tangence
des différents segments de parabole, que nous pourrons cons-
truire au moyen des tangentes o:~et ny,6'l) et 'l)À,À1J.et (l.û),Au point

Àla parabole correspondant à la charge répartie pr se trouve in-
terrompue sous l'action de la force concentrée 3.

Nous construirons la ligne des efforts tranchants en considé-
rant toutes les sections menées par chaque point de division
d'une charge répartie et par les verticales des forces 1,2, etc.,
et en déterminant la force extérieure correspondant à chacune
d'eUes.

Nous porterons en ordonnées, chacune avec son signe, les va-
leurs trouvées pour ces résultantes; en joignant les extrérnités de
ces ordonnées par un contour polygonal, nous obtiendrons la ligne
des efforts tranchants caddee1Jcbhgfv.Les lignes tg et hb, corres~
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pondant à des charges égales et uniformément réparties, devront
êtrè parallèles. Dans le cas où la surcharge sera répàrtie d'une
manière variable, les segments de parabole seront remplacés
dans le polygone funiculaire par des courbes correspondant au
mode de répartition. De même dans la ligne des efforts tran-
chants, les lignes droites seront également remplac.ées par dès
lignes courbes. Le mode de construction restera néanmoins en
tous points identique à celui employé (Pl. V, fig. 76 et 77).

Dans l'exemple traité (Pl. VI, fig. 87, 88 et 89.) nous avons pris une poutre
de 14mde portée.

.

Sur ;3m de longueur, la charge est uniformément répartie et égale à PI :::::6t
par mètre courant, d'où Gj c- 18t. Ensuite agissent les forces concentrées
i == fOI èt 2 == 8t. Puis sur 2m,50 de longueur, la charge est uniformément
répartie et égale à 4t par mGtre courant, d'où G2 == 1üt ; viennent enfin les
forces 3 == ust et G3== lOt. La charge totale de la poutre a pour valeur ab ==7P.

Les valel1rs des réactions construites graphiquement sont:

A == ac- 3ft,6 ; B - bc - 39t4.
Le moment fléèhissant aUeint son maximum au point où lieffol't tranchant

est nul, c'est-à-dh'e au polnt v. Il a pOUl' expression:

Mmax.- Ymax. h:::::2ft,9 . 5m - i09mt,5.

Poutre suportée en une extrém'l'té.

Une poutre supportée en un point ne peut pas être en équili-
bre sous l'influence seule de la réaction de son point d'appui, il
faut une condition de plus, UnmOll18nt d'encastrement. Une pou-
tre supportée en un point ne produit pas alors seulement en ce
point d'appui une réaction égale à la somme des forces agissant
sur cette poutre, mais tend encore à tourner autour de ce point
en vertu du moment engendré par ces forces elles-mêmes. ,

Soit (Pl. VI, fig. 91) une poutre reposant en un point d'appui
et sur laquelle agissent les forces 1, 2, 3. Formons (fig. 90) le po-
lygone des forces en portant en ad les unes à la suite des autres
les forces -1,2,3, et construisons, au moyen d'une force auxiliaire
P, le polygone funiculaire correspondant '11rL~Yù,Au point ù agit
la seule réaction possible, qui est égale à la somme de toutes les
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forces agissant sur la poutre, mais agit en sens inverse. Cette

réaction forme avec la résultante des forces 1, 2, 3, un couple,

tendant à faire tourner la poutre autour de son point d'appui.

Portons en da la réaction A et menons par le point û une paral-

lèle à oa, nous obtiendrons en û(ù le côté extrême du polygone fu-

niculaire, qui donne la direction de la résultante des forces P, 1,2,

3. Cette ré.sultante est égale à la force P, ce que l'on voit dans le

polygone des forces. De plus, les côtés du polygone funiculaire

aU) et 'l)t/-étant parallèles, la résultante des forces 1,2, 3, et la

réaction de l'appui formeront un couple. Ce couple ne pourra être

tenu en équilibre que par un couple de même intensité mais de

sens in.verse agissant également au point d'appui. Ce couple

s'obtient généralement par l'encastrement de l'extrélnité de la

poutr~.

La poutre (Pl.VI, fig. 91 a.) n'est pas encastrée à son extrémité,

mais se trouve fixée à la paroi au moyen de deux boulons. Ce

mode -de représentation donne une idée très-clairedu moment

nécessaire à l'équilibre. Dans ce cas l'équilibre est en effetla

conséquence des tensions R, R, développées dans les boulons

d'attache. Ces deux forces forment un couple positif d'intensité

Rs, dont le moment doit être égal à celui du couple engendré

par la résultante des forces 1,2,3, et la réaction A.

Revenons maintenant à la fig. 91 de la Pl. VI. Pour détermi-

ner la résultante de toutes les forces agissant sur une section

quelconque, nous appliquerons la méthode indiquée pour une

poutre reposant en ses deux extrémités.

Ainsi la résultante R des forces agissant sur la seêtion XiX:!,

sera donnée en grandeur et en direction dans 'le polygone des

forces par les rayons parallèles aux côtés correspondants du po-

lygone funiculaire"f)CG et y~. Quant à son point d'application, ilse

trouvera déterminé dans le polygone funiculaire par le point de

rencontre des mênle~~ côtés 'l)t/-et y~.

Nous considérerons toujours les forces agissant entre la sec-

tion considérée et l'extrnmité libre de la poutre, la SO!llme de ce,s
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forces est en effet plus facile à établir que la SOlnme des forces
agissant de l'autre côté, puisque nous n'aurons à considérer que
des forces parallèles, au lieu d'avoir à chercher la résultante de
forces verticales et d'un couple.

Si noùs considérons plusieurs sections et si nous cherchons
les résultante.s correspondantes, nous remarquerons -que l'un des
côtés déterminant la grandeur de ces résultantes est commun à
toutes les sections, savoir le côté 'f)tI..

La somme des moments de toutes les torces agissant sur la
section Xi,Xi pris par rapport à un point quelconque de cette
section, se détermine d'après la méthode générale connue. Pour
cela, nous prolongerons les côtés correspondants du polygone
funiculaire jusqu'à ce qu'ils coupent la verticale XiXi. La gran-
deur ainsi interceptée Yœ est l'ordonnée cherchée et le moment

1

fléchissant a pour valeur.

Mx = Yx . h.
1 1

Si nous cherchons les moments fléchissants correspondant à
différentes sections, nous remarquerons que l'un des côtés du
polygone funiculaire à prolonger est commun à toutes ces sec-
tions, savoir le côté 'Y)tI..Si alors nous prolongeons ce côté 'Y)cx,jus-

qu'en Ànous obtiendrons la ligne qui déterminera les ordonnées
de tous les moments. Cette droite n'est autre que la ligne finale
du polygone funiculaire.

La surface ombrée <x~yùÀ est la surface des momènts flé-
chissants produits dans une poutre encastrée à l'une de ses extré-
mités, sous l'action des forces 1,2,3. Ce moment est nul à l'ex-
trémité libre de la poutre; il atteint sa valeur maxima dans le
plan d'encastrement.

Pour déterminer la valeur des efforts tranchants (Pl.VI,fig. 92),
nous appliquerons les mêmes méthodes que celles indiquées

\ Ott p~r une poutre reposant en ses deux extrémités. Nous trouverons
ainsi que l'effort tranchant entre 1 et 2 est constant et de plus
égal à la force 1 = ab ; que l'effort tranchant entre 2 et 3 est
constant et égal à la somme des forces 1 et 2, c'est à dire égal à
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1 + 2 = ac et ainsi de suite. L'effort tranchant dans le plan
d'encastrement sera égal à la somme de toutes les forces consi-
dérées et atteindra en ce point sa valeur maxima:

A == ad == i + 2 + 3.

Dans l'exemple traité (Pl. VI, fige 90, 91 et 92, nous avons construit graphi-
quement la ligne des moments fléchissants et celle des efforts tranchants.

Cette construJtion nous a donné les résultats suivants:
La résultante des forces situées à gauche de la section x~x~ a pour valeur

R~'2 == ac == 18t.
Le moment des forc6s agissant sur la section .'L'~X~,pris par rapport à un

point quelconque situé sur la verticale passant par cette section. est:

~h1 == YX1 . h;:::::IOt,4 . 5m :=:::52mt.

Quant au moment maximum, il a pour valeur;

Mmax== Ymax . h == 35t,6 . 5m:=i 78mt.

L'effort tranchant maximum est égal à la somme de toutes les forces, ou
bien encore à leur réaction; il est:

A == ad == 30t.

La poutre représentée (Pl. VII, fig. 94) est soumise à l'action
de forces concentrées et de charges réparties. Pour construire la
ligne des moments fléchissants et des efforts tranchants, nous
partagerons ici encore, comme nous l'avons déjà fait (Pl. VI, fig.
88), les forces réparties en un certain nombre de groupes et nous
les remplacerons par leurs résultantes G1,G;!,Gs,G.. Nous forme-
rons le polygone des forces en portant sur une même verticale
toutes ces forces les unes à la suite des autres et dans l'ordre
dans lequel elles se présenteront; nous prendrons une tension
horizontale h, et, au moyen de cette tension, nous construirons
le polygone funiculaire correspondant CI.~j6"f)}IJ_\l~.Ce cpntour
polygonal sera tangent à la courbe des moments fléchissants aux
points 1Ît, j, .t'J,/1-,7:, et au moyen des tangentes 1n~ et ~j; )'6 et

6"1); "f)Àet Àp-; [LVet V'TGnous pourrons construire les segments

de parabole constituant cette courbe. En menant enfin la ligne
finale (Xp,et en la prolongeant jusqu'au point~, nous obtiendrons

la surface des moments fléchissants cherchée (lP-)Y6Y)À\J_v'jÇ~,
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La ligne des efforts tranchants se construira d'après les pro-
cédés connus. Cette construction se trouve indiquée (Pl. VIII, fig.
95) mais à une échelle de moitié (la place faisant défaut sur
l'épure). Le moyen le plus comnlocle de prendre chaque fois la
moitié des résultantes sera de mener dans le polygone des forces

une verticale a'b' à une distance ~ du point 0, et de nlesurer
directenlent toutes les forces sur cette verticale.

Dans l'exemple traité (Pl. VU, fig. 94) la poutre, encastrée à une de ses ex-
trémités a. une longueur de 14m.Les forces !;oncentrées ont pour valeur:

1 == Ol,o; :2 == Ot,7; 3 == 0t,5 ; 4 == {t,O.

Quant aux forces réparties, leurs valeurs au mètre courant sont les sui-
vantes:

P1 == Ot,2 ; P2 - ût,3.

et les résultantes des groupes considérés sont:

G1 == Ot,6; G2= Ot,8; G3 = Ot,75; G4 = 1t,05.

L'ordre dans lequel les forces se trouvent placées, est:

f, G~,2, G2,3, G3,4, G.j.

La somme totale de toutes les charges concentrées et reparties agissant sur
cette poutre, est:

A == 5t,9.

Le moment de la résultante des forces comprises entre la section considé-
rée xx et l'extrémité libre de la poutre a pour valeur:

Mx == Yx. h == 1t,17 . iOm == firnt,7.

Le moment maximum fléchissant se produit dans le plan d'encastrement
ot est égal à:

Mmax == Ymax. . h == 3t,9 . iOm= 39mt.
Quant à l'effort tranchant maximum, il a pour intensité:

A == 2 . a" b' == a b == 5t,9.

POUTRE REPOSANT EN DEUX POINTS D'APPUI INTERMEDIAIRES.

Pour construire la ligne des moments fléchissants et la
ligne des efforts tranchants dans les exemples traités (Pl. VII,
fig. 97 et 100), nous emploierons les méthodes générales indi-
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quées au chapitre de la poutre reposant en ses deux points
extrêmes.

Soit (fig. 97) une poutre de longueur l reposant en ses deux
points intermédiaires A et B et chargée d'un poids uniforme p par
mètre courant. Nous formerons le polygone des forces (Pl. VII,
fig. 96) en portant en ab snI' une verticale la grandeur de la charge
totale pl ; puis au moyen cfune tension horizontale h nous cons-
truirons (Pl. VII, fig. 97) l~ Pf>lyg~è funiculaire correspondant
elv[j.La charge étant uniformément répartie, la courbe des mo-
ments sera une parabole.

Quant aux réactions, dont nous connaissons les directions et
les points d'application, nous les déterminerons en grandeur par
les lois de l'équilibre. Nous savons en effet que, pour qu'il y ait
équilibre dans la poutre, il faut que le polygone des forces et le
polygone funiculaire se ferment. Prolongeons les tangentes à la
courbe des moments aux points el et ~ jusqu'en leurs points d'in-
tersection ô et y avec les verticales passant par les appuis A et B.
Le polygone funiculaire devant se fermer, il 8'en suit que les
côtés extrêmes de, ce polygone menés par les points ô et y doi-
vent n'en former qu'un seul, c'est-à-dire se confondre. La droite
ûy sera alors. la ligne finale du polygone funiculaire et la surface
des nloments fiéchissants sera représentée par la figure Wi~YÙ.
Nans obtiendrons les réactions en grandeur en menant dans le
polygone des forces par le pôle 0 des rayons parallèl~s à la ligne
finale ûy et aux autres côtés du polygone funiculaire Ûet et
y~. Nous obtiendrons ainsi:

A =ac et B == cb.

Dans la surface des moments, les ordonnées se trouvant en par-
tie supérieures ,en partie inférieures àla ligne finale du polygone
funiclùaire, les mOlllents fléchissants seront donc en partie posi-
tifs, en partie négatifs.

Nous pourrons également construire d'après les méthodes con-
nues, la somme des moments des forces agissant sur une section
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quelconque. Ainsi le moment fléchissant correspondant à la sec-
tion X4X.f est négatif et a pour valeur:

Mx mt == - Yx.t . hm..1 ..

Par contre, le moment fléchissant correspondant à la section
X2X2est positif et a pour expression:

lVIX2mt == y2t . hm.

Les moments fléchis:;;ants ont trois valeurs maxima, savoir aux
points ~ et y pour" les moments négatifs et à la section X2X2 pour
les moments positifs. Il s'en suit qu'entre les points d'appui l~s
moments fiéchissants passent deux fois par la valeur zéro en
changeant de signe.

Le cas peut aussi se présenter où tous les moments fiéchis-
sants seront de même signe et négatits; dans ce cas la ligne
finale ay ne coupera point la parabole. Ce cas se présentera ou
bien lorsque les points d'appui se trouveront plus rapprochés, ou
bien lorsque les parties en porte à faux de la poutre supporte-
ront des charges d'une plus grande intensité.

La résultante d'un certain nombre de forces se déternlinera
également en employant la méthode générale.

Ainsi, pour obtenir la résultante Rx" de toutes les forces agis-
sant sur la section X4X4nous n'aurons qu'à mener par le pôle 0
du polygone des forces des rayons parallèles aux côtés cor-
respondants du polygone funiculaire, c'est-à-dire qU côté Ù~

et à la tangente au point cr.Les rayons ainsi menés èn oa et od
déterminent en grandeur et en direction la résultante Rx = ad.
Quant au point d'application de cette résultante, il se trouve au
point de rencontre p du côté (x,ù et de la tangente pt.

Pour construire la ligne des efforts tranchants (Pl. VII, ftg. 98),
nous considérerons d'abord les sections comprises entre (X,etx4x4.

Au point (X,l'effort tranchant est nul; à partir de ce point, il croit
uniformément et atteint en XiXi la valeur déjà déterminée ci-
dessus RXi = ad. Si nous portons comme ordonnées à partir d'un
axe horizontal pris comme axe des abscisses et sur les verticales
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correspondant aux sections considérées les valeurs trouvées
pour les résultantes et si de plus nous joignons par une droite
ad les extrémités de ces ordonnées, cette droite ad nous don-
nera les valeurs des efforts tranchants pour toutes les sections
intermédiaires.

Considérons maintenant une section infiniment rapprochée et
à droite de la section XiXi, Pour cette section, l'effort tranchant
sera donné en grandeur et en direction par la ligne de interceptée
par les rayons du polygone des forces menés par le point 0 paral-
lèlement au côté Dy et la tangente pt du polygone funiculaire.
Cette résultante tombant au-dessus du rayon oe parallèle à la
ligne finale, elle devra être également portée au point c en cd
a1;l-dessus de l'axe considéré.

A la section x~x~ correspond un des moments fléchissants
négatifs maxima, les efforts tranchants changeront donc de signe
en ce point.

Menons maintenant une section infiniment rapprochée et à
gauche du point B. Pour cette section, l'effort tranchant cherché
se trouve donné en grandeur et en direction dans le polygone des
forces par la droite cf interceptée par les rayons menés paral-
lèlement au côté Dy et à la tangente du point 't'.

La droite cf tombant en dessous du rayon oe, il faudra alors
porter tb en dessous de l'axe ab. La charge, qui agit sur la poutre
étant uniformément répartie, la droite df limitera la surface des
efforts tranchants. A la valeur du moment positif maximum cor-

~
'respond egalement un changement de signe dans les valeurs des

efforts tranchants.
Considérons enfin une section infiniment rapprochée et à droite

de B. Pour celte section, l'effort tranchant cherché est égal à fb
dans le polygone des forces; nous le.porterons (fig. 98) de ben f.
A l'extrémité de la poutre l'effort tranchant est nul, donc la
droite tb représentera la variation des efforts tranchants pour
cette partie de la poutre.

En 't', le moment fléchissant est négatif et de plus max.imum ;
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les efforts tranchants changeront de signe en passant par
l'appui.

Si la poutre était supportée à ses deux extrémités, le polygone
funiculaire serait représenté dans ce cas par la parabole C(V~ et sa
ligne finale par la droite C(~. Si par contre les deux parties en
porte à faux de la poutre faisaient défaut, 'û-r serait la'ligne finale
du polygone funiculaire correspondant.

Il ~mitde ce qui précède que pour une poutre supportée en deux
points intermédiaires, les ordonnées proportionnelles aux mo-
ments fléchissants sont de beaucoup plus faibles que dans une
poutre de même longueur mais supportée en ses extrémités;
plus les points d'appui se rapprocheront et plus les ordonnées
représentant les moments positifs diminueront. Pour une certaine
distance des appuis le maximum de ces ordonnées positives de-
viendra zéro. Cette limite une fois passée, c'est-à-dire si l'écar..
tement entre les appuis diminuait encore, il n'y aurait plus alors
dans la poutre que des roolnents fiéchissants négatifs. Si enfin le.s
deux appuis se confondaient en un seul et même point, par exem.,.
pIe au milieu de la poutre dans le cas d'une surcharge unifQrmé-
ment répartie, la poutre pourrait alors être considérée Gomme
formée de deux poutres distinctes reposant en un point d'appu.i.,

Dans tous les problèmes relatifs à une poutre reposant en ses
deux extrémités nous avons vu que les maxima des efforts tral1-
chants se trouvaient être égaux en valeur absolue aux réactions
des appuis. Pour une poutre reposant sur deux appuis intermé-
diaires, la somme des efforts tranchants à droite et à gauche des
appuis, pris en valeur absolue, est aussi égale à la réaction des
appuis. Ainsi (Pl. VI, fig. 98) nous avons:

ad+ cd == dd == A; .
bf + cf+ ff- B.

Dans l'exemple traité (Pl. VII, fig. 97 et 98), la longueur de la poutre est
l ==17m,l'écartement des appuis i lm, la distance de l'extrémité gauche de la
poutre à l'appui gauche -fm.

La charge par mètre courant est:
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. . Ot 3p == ,.

La construction a donné pour les réactions les 'Valeurs suivantes:

A:::::3t,01 et B :::::2t,09.

La résultant~ de toutes les forces agissant sur la sectioh :t~:t~est égale à
Rxt == 1t,2.

Quant aux valeurs maxima des efforts tranchants, elles sont:

Au point d'appui A : ad == ft,2; cd == 1t,81 ;

Au point d'appui B: te ~ 1\49; rb - Ot,6 ;

D'ou les grandeurs des réactions:

A~ad+cd~ It,2+it,81-,,-3t,Oi;
B == te + tb == lt,49 + 0\6 == 2t,09.

Le moment négatif correspondant à la section XIX~ a pOUl' valeur:

Mx == - Yx . h == - 0t,48 . 5m= ~ 2mt,40
1 ~

et le mOIllent positif correspondant à la section :1;2:1:2:

M -- Y h ''''--;'
.ot 6 t "'m 3

.

mt O~
x2 - x2' - , .;) , '-'.

. ~. ,
Soit (Pl. VII, fig. 100) une poutre reposant en une extrémIte

et en un point intermédiaire. Cette poutre se trouve soumise à
l'action des charges concentrées 1, 2,3,4.

Pour construire la ligne des moments fiéchissants, nous por-
terons dans le polygone des forées sur une vertiéale les unes à
la suite des autres les forces 1,2,3,4; puis, au moyen de la ten~
sion horizontale h, nous construirons le polygone funiculaire cor-
respondant, sans avoir égard aux réaétions des appuis. Le poly-
gone funiculaire .p~~Y~'f)une fois déterminé, nous prolongerons
le côté ap parallèle au rayon Gajusqu'en son point de rencontre 'J
avec la direction de la -réaction A. La ligne j oignant les points v
et ~I)sera la ligne finale de la surface des moments~

Les moments sont négatifs dans les sections voisines dé l'appui
gauche. Celui correspondant à la section XiX! est négatif et a pour
valeur:

MX4 == - Yx~ . h;
Celui correspondant à la section X2X2 :

Mx;,= YX2 . h ;

et enfin celui correspondant à la section xx : .
Mx - Yx . h.
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La partie (LVT de la surface des moments [de même les parties
(LaC; et T~Y (Pl. VII, fig. 97)J est analogue à la surface des moments

agissant dans une poutre supportée en un point d'appui. Pour
cette partie la ligne (LV est à considérer comme ligne finale du
polygone funiculaire. De même les lignes (La et Y~ (Pl. VII, fige 97)

seront les lignes finales des surfaces (Lacret ~TY.

Les efforts tranchants (Pl. VII, fig. 101) ont été construits con1-
me. dans le cas précédent. Pour toutes les sections considérées

entre les forces 1 et 2, l'effort tranchant a une val8ur constante
et égale à 1 = ab. Cet effort agissant du haut vers le bas devra
se porter en ab en dessous de l'axe des abscisses. Il en sera de
même pour l'effort tranchant (1+ 2) correspondant aux sections
menées entre 2 et A ; nous le porterons également en ac en des-
sous de l'axe ar. Les efforts tranchants correspondant aux autres
sections de la poutre se détermineront d'une manière analogue.

La surface ombrée (fig. 101) représentera les variations des
efforts tranchants.

Aux points 01.1.le moment fléchissant atteint un maximum, soit
positif, soit négatif, correspond un changement du signe (ici deux)
dans la valeur des efforts tranchants.

Dans l'exemple indiqué (Pl. VII, fig. 100) la poutre considérée à J3m de
longueur, l'écartement des appuis est de lOm et l'intensité des forces est;

J - Ot 5 . 2 - Ot 3 . Oj - J t O . t - J t 0J-
" - , ,Û-1, ,'.c-J,.

Nous trouverons la grandeur des réactions dans le polygone des forces en :

A = af= 2t,i et B == fg = 0t,7.
Ces mêmes valeurs mesurées dans la surface représentant les variations

des efforts tranchants seront:

A = ac + te = cc = 0t,8+ ft,3 = 2t,f.
B =f.q =Ot,7.

Le moment correspondant à la section x2x2 sera:

MX2= YX2' h = 0t,56 . 5m= 2mt,80.
Ceux correspondant à la section X1X1et xx sont négatifs et ont pour valeur:

Mx.,=- Yx" . h -Ot,39. 5m=-1mt,95;
Mx=.Yx . h =- Ot, 23 . 5m= - fmt,H>.
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La poutrû figurée (Pl. VII, fig. 103)n'est pas seulement sourüise
à r action des forces concentrées 1, 2,3, mais encore à celle d'un
momnttif négaN[ex, dans la section xx. Ce moment négatif peut
être considéré comme engendré par une force horizontale agis-
sant à l'extrémité d'un levier relié d'une manière invariable à
l'extrélnité B de la poutre. Le moment de cette force devra donc
être égal au moment Mx, d'où Ps = Mx.

Pour déterminer la ligne des moments fléchissants, nous
construirons (Pl. VII, fig. 102) le polygone des forces 1,2,3 et
(fig. 103) le polygone funiculaire CX:YOï)é.

Si ensuite nous portons sur la verticale passant par B 1'ordon-
née é~ du moment négatif et si nous joignons les points el, ~, la
droite C(,~sera la ligne finale du polygone funiculaire. La valeur

de l'ordonnée é~ s'obtiendra en divisant la grandeur du moment
Mx par la tension horizontale h du polygone des forces. Nous
aurons en effet:

- :Mxmty t - .
X - hm

Cornme l'indique la ~urface ombrée (fig. 103), les moments flé-
chissants développés dans la poutre sont les uns positifs, les autres
négatifs. Sous l'influence du moment Mx, la réaction B est plus
grande que dans le cas où les forces 1,2,3 seules agiraient sur
la poutre.

Les variations des efforts tranchants se trouvent indiquées (fig.
104) et ont été construites d'après la méthode générale. Il en est
de même pour les réactions.

Dans l'exemple traité (fig. 103), la poutre a une longueur de 12 mètres, les
forces concentrées ont pour intensité:

1 = tt ; 2 = 2t ; 3 = P.

La valeur du moment négatif - Mxa été prise égale à :

Mxc=-6mt=-ps=-4t .1m,5=-6mt.

La tension horizontale du polygone des forces étant h = nm, il s'en suit:

Mmt 6mt
- yXt = - - .- - - 1t 2

h -- 5 - ,.
Les valeurs des réactions des appuis, construites graphiquement sont:
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A= fa ==1t,42 et B = fd = 2\58.

Le moment fléchissant correspondant a la section x~x~ a pour expression:

M - Y - 1t i t::;m - 5mt 5
:s:~ - :S:r'~ , . u - ,.

Surcharge mobile.

Les constructions, telles que échafaudages, ponts, charpentes,
etc... sont souvent soumises à l'action de surcharges mobiles. Un
train lancé sur un pont de chemin de fer, une voiture passant sur un
pont-route sont des exemples de telles surcharges. Aussi sera-t-
H pour nous du plus grand intérêt de déterminer à quelles 'posi-
tions de la surcharge mobile correspondront dans une section
considérée de la poutre les valeurs maxima du moment fléchissant
et des efforts tranchants.

Soit par exemple (Pl. JIll, fig. '105) une poutre sur laquelle
la charge Q peut se mouvoir d'une manière quelconque; nous
voulons déterminer pour quelle position de Q, le moment fléchis-
sant sera maximunl clans la section xx.

Supposons d'abord la charge Q placée à droite de la section
considérée xx, le moment corresporldant sera Mx = Al.
A mesure que Q se rapproche de la section xx, la valeur de A
croit et par suite celle du moment Mx. La force Q agit-elle direc-
tement au-dessus de la section considérée, le moment Mx = Al a
encore une plus grande intensité. Toutes les forces agissant sur
une poutre sont en équilibre; aussi le moment correspondant à
cette dernière position de Q devra-t-il être égal à Mx = - BI1.La
force Q se trouve-t-elle enfin placée à gauche de la section xx,

, .

par exemple à une distance y de celle-ci, le moment correspon-
dant aura pour expression:

Mx= - B . l, ou encore Mx= Al- Qy,

Ce moment a une valeur plus petite que celle trouvée ci-dessus,
la réaction B devenant de plus en plus petite à mesure que Q
s'éloigne de cet appui B. Au moment où la force Q passe par
l'une des verticales des points d'appui A ou B, le l'noment Mx ést
nul.
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Nous pourrons donc dire que, dans le cas d'une charge mobile
Q, le mOlllent Mx2tteint sa valeur maxima, lorsque la charge Q
agit directement au-dessous de la section considérée. Il en sera
de même pour toute autre section de la poutre. Les réactions
et le moment fléchissant pour une section quelconque seront
d'autant plus grands que la charge mobile Q aura une plus
grande in tensité.

Si, à l'action de la force Q vient s'ajouter celle d'une seconde
force Ql, également placée à droite de la section considérée,
(Pl. VIII, fige 106), l'intensité de la réaction A et par suite celle
du moment Mx croîtront. Il en sera de même pour une [force Q2

apl)liquée à gauche de la section. Ces forces Ql et Q2 jouiront
des mêmes propriétés que la force Q.

Nous pourrons donc des relations énoncées ci-dessus conclure
que, pour une section quelconque, le moment fléchissant dû aux
charges Illobiles atteint sa valeur maxima:

1.0 Quand ces charges se trouvent rapprochées le plus .possible
de la section considérée ou bien encore placées directement au-
dessus de cette section;

2° Quand la plus grande ou les plu~ grandes d.eces charges se
trouvent rapprochées le plus possible de la section considérée, ou
bien encore placées directement au-dessus de cette section.

3°Quand ces charges agiront en plus grand nombre sur la
poutre.

Ces conditions ne sont toutefois pas toujours réalisables en
même temps. Il en est ainsi quand les forces sont reliées entre
elles, d'une manière invariable, ou bien quand leur mode de
répartition est défini.

La charge mobile est-elle uniformément répartie, dans ce cas
la troisième condition seule est applicable, c'est-à-dire que la sur-
charge devra s'étendre sur toute la longueur de la poutre. Quant
à l'effort tranchant agissant dans la section xx (Pl. VIII, fige 105),
il est égal à la réaction A aussi longtemps que Q se trouvera
placée à droite de cette section. Plus Q se rapprochera de xx,
plus la réaction A croîtra et avec elle la valeur de l'effort tran-

6
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chant; la force Q agit-elle à gauche de la section xx, la réaction
A augmentera encore, Inais l'effort tranchant diminuera. La valeur
de Q est en effet à retrancher de la valeur de la réaction, l'effort
tranchant étant donné par l'expression A - Q, où Q est> A.

Nous pourrons donc dire que l'effort tranchant augmentera
d'intensité à mesure que la force Q se rapprochera de la section
considérée. Sa valeur sera maxima quand Q passera par la verti-
cale de cette section.

Si à l'action de la force Q s'ajoute celle d'une seconde force QI

(Pl. VIII, fig, 106) placée également à droite de la section consi-
dérée, cette addition aura pour effet d'augmenter la réaction A et
par suite la valeur de feffort tranchant dans cette section. Il n'en
sera pas de même de toute force Q2 placée à gauche de xx. Car,
tout en augmentant la valeur de la réaction A cette force déve-
loppe dans la section xx un effort tranchant de signe contraire à
celui produit par les forces Q et Ql' L'effort tranchant résultant
sera donc dans ce cas égal à la différence de ces deux genres
d'effort. ,

De là nous conclurons que l'effort tranchant atteindra ses
valeurs m~'(ima positive et négative quand la surcharge (concen-
trée ou répartie) s'étendra sur la partie de la poutre située à
droite ou à gauche de la section considérée. La valeur de ces
efforts dépend du nOlnbre de forces agissant sur la poutre, elle
sera en outre d'autant plus grande que les forces les plus
rapprochées de la section considérée auront une plus grande
intensité.

Dans le cas d'une surcharge infiniment répartie, les efforts
tranchants seront maxima quand elle s'étendra depuis l'un des
appuis jusqu'à la section considérée.

Si donc nous déterminons pour toutes les sections d'une poutre
les valeurs maxima du mOlllent fléchissant et des efforts tran-
chants, et si nous les portons en ordonnées à partir d'un axe hori-
zontal sur la verticale correspondant à chaque section, nous
obtiendrons en joignant les extrémités de ces ordonnées par un
trait continu la courbe des moments fléchissants et des efforts
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tranchants maxima. Les plus grandes de ces ordonnées repré-
sentel'ont les maxima maximorum (maximum absolu).

,
CONSTRUCTION DES MOMENTS FLECHISSANTS ET DES EFFQRTS

TRANCHANTS MAXIMA DANS LE CAS D'UNE POUTRE REPOSANT
, 1

EN SES DEUX EXTREMIT.ES ET SUPPORTANT UNE SURCHARGE
, ,

UNIFORMEMENT REPARTIE.

Soit (Pl. VIII, fig. 107) une poutre reposant en ses deux extré-
mités et chargée d'un poids uniformément réparti proportionnel
à la surface ombrée. Cette poutre, outre son poids propre Pl par
mètre courant, supporte une surcharge mobile uniformément
répartie d'intensité P'2' La charge totale par mètre courant de
poutre sera:

p=p~ +P2'

Nous savons déjà que, dans ce cas, le moment fléchissant ma-
ximum correspond pour chaque section à la charge s'étendant sur
toute la longueur de la poutre. Construisons tout d'abord séparé...
ment les courbes des moments correspondant à la charge perma-
nente et à la surcharge mobile.

Pour cela, formons le polygone des forces en portant sur une
verticale la charge permanente p l = df (fig. 108); prenons une
tension horizontale h, choisissons le pôle 0 de ce polygone à égale
distance des points. det f et construisons le polygone funiculaire
correspondant. Nous mènerons à cet effet par les points 4 et 1.
(fig. 109) des parallèles aux rayons od et of du polygone des
forces. Ces deux parallèles 4)' et 1y seront des tangentes â la
parabole des moments 4~1, qui se trouve ainsi parfaitement
déterminée. Sur l'épure nous avons tracé en pointillés le poly...
gone des forces et la courbe des moments correspondant à la
charge permanente seule.

Quant au polygone des forces oac et à la parabole 431 des mo-
ments correspondant à la charge mobile s'étendant sur toute
la longueur de la poutre, nous les avons indiqués en traits
pleins.

.
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Nous savons, comme nous l'avons vu plus haut, que:

(J.~. h = !8P~. l2

D'où:

,.p. -=- ! p~'l2
Vot'- 8 h .

Nous aurons de même:

(l.Ô- ~ P2'Z'i..
- 8 h

Ces deux formules nous permettront de tracer les deux
paraboles sans passer par l'intermédiaire des polygones des
forces,

La somme des moments fléchissants dus à l'action simultanée
de la charge permanente et de la surcharge mobile se construira
avec la plus grande facilité. Nous n'aurons en effet qu'à renverser
autour de l'axe 4, lIa parabole correspondant à la charge perma-
nente et nous obtiendrons ainsi en 4p1~ la surface des moments
dus à la charge totale p = p~ + P2' Les valeurs maxima des

moments développés dans la poutre seront représentées par les
ordonnées de cette surface.

Nous pourrons aussi construire directement la courbe des
moments fléchissants dus à l'action de la charge totale. En
effet, portons dans le polygone des forces gh = pl et menons
dans le polygone funiculaire 4v et 1v parallèles aux rayons og et
oh. Ces deux parallèles sont des tangentes en 4 et en 1 à la pa-
rabole des moments 4-1)1,que nous saurons tracer comme nous
l'avons déjà fait précédemment. L'ordonnée maxima de cette
parabole a pour expression:

i p, l2.(I.))= 8' h

Elle représente donc la valeur du plus grand moment fléchis-
sant.

Bien qu'ils ne soient pas nécessaires pour tracer la courbe des
moments fléchissants, nous n'en avons pas moins indiqué dans
le polygone des forces (fig- 108) les rayons correspondant au
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~, ~ et ~ de la charge. Ces rayons nous serviront à déterminer
4 4 4

les valeurs maxima des efforts tranchants dans les sections
considérées.

Pour construire la courbe des efforts tranchants maxima, nous
considéreron~ séparément l'influence de la charge permanente
et celle de la surcharge mobile. Nous savons que, dans le cas
d'une charge totale uniformément répartie, la courbe donnant
les variations des efforts tranchants est une ligne droite, dont
les ordonnées maxima correspondent aux verticales passant par
les points d'appui et sont égales aux réactions des culées.

Ces ordonnées se trouvent portées à gauche en bd et à droite
en bf (Pl. VIII, fig. 110).

Quant à l'effort tranchant correspondant à une section quel-
conque et à une charge mobile, il atteint sa valeur maxima sous
la charge partielle s'étendant depuis l'appui jusqu'à la section
considérée. Déterminons par exemple les efforts tranchants ma-
xima des sections 1, 2, 3, 4. Pour cela, nous construirons la
force extérieure correspondant à chacune de ces sections, la
surcharge mobile s'étendant depuis l'appui B jusqu'à la section
considérée, et nous porterons comme ordonnées chacune de ces
résultantes aux points 1, 2, 3, 4, (Pl. VIII, fige 111).

Au cas de charge 1, c'est-à-dire à la surcharge s'étendant sur
toute la longueur de la poutre, correspondent la courbe des mo-
ments 4ô1, la réaction A=pl et l'effort tranchant A= bat

2
Dans le cas de la charge 2, la courbe des moments est repré-

sentée par 1ar2, cette courbe se compo~e d\1n arc de para-
bole 1ar et de la tangente r2 à la parabole au point r. L'effort
tranchant cherché sera donné dans le polygone cles forces par
la droite 2,2 interceptée par les rayons menés par le pôle 0 paral-
lèlement aux côtés r2 et 1,2 du polygone funiculaire.

A la charge 8 correspondent la courbe des moments 1a3 et
l'effort tranchant 3,3 intercepté dans le polygone des forces par
les rayons parallèles à ~3 et 1,3.

Pour la charge 4, la surface des moments sera représentée par
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1s4 et l'effort tranchant par la droite 4,1:.Afin de ne pas trop com-
pliquer la figure, chacun des rayons parallèles menés par le
pôle 0 du polygone des forces aux côtés r2 et 12, etc. du poly-
gone funiculaire se trouve simplement indiqué par un petit trait
sur la verticale ac.

Portons-nous (Pl. VIII, fig. 111) chacune des valeurs ainsi
déterminées sur la verticale correpondant à la section considérée,
nous obtiendrons en joignant les extrémités de ces ordonnées la
courbe des efforts tranchants maxima.

La surcharge vient-elle à se mouvoir dans le sens opposé,
c'est-à-dire de A vers B, la courbe des efforts tranchants sera dans
ce cas située au-dessous de l'axe bb (flg. 111). Ces deux courbes
sont des paraboles et pourront se construire directement à l'aide
des tangentes bb et ac. Quant à la tangente ac, elle est déterminée
par les ordonnées ba et hc, c'est-à-dire par les réactions des ap-
puis correspondant à la surcharge totale.

En additionnant les valeurs trouvées pour les efforts tranchants
(Pl. VIII, fig. 110 et fig. 111), nous obtiendrons la courbe des
efforts tranchants maxima (fig. 112) correspondant à la charge
totale P =P1 + P2. Les ordonnées de cette courbe peuvent d'ail-
leurs se déterminer directement dans le polygone des forces
ogh en menant par le pôle 0 des parallèles aux côtés correspon-
dant aux figures des moments apparteflant aux charges totales 1,
2, 3, 4. Dans ce cas, il ne faudra plus considérer séparément l'in-
fluence de la charge permanente et celle de la surcharge mobile.

Dans le cas de la charge totale, l'effort tranchant au point A
est égal à la réaction A = bg, valeur qui se trouve portée de
b en g (Pl. VIII, fig. 112).

Dans le cas de la charge 2, la partie de la courbe des moments
1.'l)U reste la même ainsi que la force hi dans le polygone des
forces. A cette force hi, il convient d'ajouter la grandeur

ik =P:l ; cette force P~l agit au milieu de la partie de la poutre

sur laquelle. ne s'étend point la surcharge mobile.
Si donc nous complétons le polygone funiculaire, la surface
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1YI~t1)2représentera la surface des moments dus à la charge 2.
Menant alors dans le polygone des forces des parallèles à la
ligne finale du polygone funiculaire 1,2 et à la tangente uv, la
grandeur 2'2' interceptée par ces rayons sera l'effort tranchant
cherché. Nous construirons de la même manière le polygone
funiculaire 1Ylx3 et le polygone des forces ohd= 0h b + 0 b d cor-
respondant à la charge 3. Nous mènerons par le pôle 0 du poly-
gone des forces des rayons parallèles aux côtés du polygone
funiculaire YlX et 3, 1 et nous trouverons la valeur de l'effort
tranchant cherché 3 '3' = b3' .

Dans le cas de charge 4, le polygone des forces sera représenté
par la droite odm=odl + ol1n ; le polygone funiculaire corres-
pondant sera 4~zn4. Menant alors par 0 des parallèles à la ligne
finale 4,4 et à la tangente zn dupolygone funiculaire, nous aurons
en 4' 4' l'effort tranchant demandé.

Lorsque la poutre ne subit plus l'action de la charge mobile,
c'est-à-dire lorsque celle-ci est arrivée en B, l'effort tranchant
ne dépend plus alors que de la charge permanente et est égal à
la réaction bf. Nous trouverons la valeur de cet effort dans le
polygone odf en menant par le point 0 les rayons ob et of paral-
lèles aux côtés 1,4 et 1/. Si nous faisons mouvoir la charge dans
le sens opposé, c'est-à-dire de A vers B, nous obtiendrons une
seconde courbe des efforts tranchants maxima identique à la
première, mais de position inverse. Le maximum a lieu dans ce
cas au-dessous de l'appui B.

.

Les courbes des efforts tranchants ainsi déterminées sont deS
paraboles pouvant se construire facilement à l'aide des tan-
gentes gh et df. La tangente gh correspondrait à une charge
totale et permanente P=P1 + P2, et la tangente df à la charge
permanente seule P1.

i 1
gb == bit == '2 pl; bd == bf ==

2.
P11.

Dans les figures 111 et 112 (Pl. VIII), nous avons aussi tracé
les tangentes aux milieux des courbes ab et gf.
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Nous voyons donc (fig. 112) que dans le cas d'une surcharge
mobile, l'effort tranchant dans une certaine partie de la poutre
peut être tantôtjpositif, tantôt négatif, cas qui se présente pour
la partie mu de la poutre (fig. 112). Quant à la distance des
points tn et u, elle dépend du rapport de la charge permanente à
la charge mobile.

Dans l'exemple traité (Pl. VIII, fig. f07 à H2), nous avons pris:

l == f 2m ; P~ == 0',2 : P2 = 0*,8
d'où:

p = P~ + P2 = i ,t0.

Le moment maximum dû à la charge permanente a pour valeur:

M P1ffiax= rx~ . h = {',2 . 3m== 3Mt,6.
ou bien encore:

{ i
M P1ffiax =

8"
P1.tt =

8'
0',2. 122= 3m',6.

Le moment maximum dû à la surcharge mobile:
Mp2ffiU == rx(f . h == 4"8 . 3m == 14m',4.

ou bien encore:
1 1

Mp2max= 8 P2 l?J..=8 . 0\8 .122 == 14m,4.

Le moment maXImum correspondant à la charge totale:

Mpmax == rx't). h == 5t . 3m= 18m'.
üa bi~n encore:

i 1Mpmax= '8P .l'!. == 8.1',0.122 == 18mt.

Sur les appuis, les valeurs maxima des efforts tranchants sont;

1 h P . l 1 .12
Pour a c arge totale: - = - - 6t

2 2 - ,

1 h P1.l 0.2.12pour a c arge permanente: ~ = ') = 1t,2
"'"

...

Quant aux efforts maxima correspondant aux sections menées à des dis-
f f 3

tances 0; '4 l ;
2

l;
4 l; l de l'appui :\., ilg sont pour la charge permanente:"

1t,2 ; 0*,6 ; 0*,0 - 0',6; - i',2 ;
<

pour la charge mobile:

4':8; 21,7; ",2; 0\3 ; Ot,o;
et enfin pour la charge totale:

6\0; 3&,30; tt,2; - 0\3 ; ~ 1t,2.
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Comme nous l'avons fait remarquer plus haut il suffira de
déterminer les tangentes 1v et v1 (fig. 109), et gh et df (fig.112)
pour pouvoir construire les courbes des moments fiéchissants et
des efforts tranchants maxima. Mais pour donner une idée plus
claire de la construction, nous avons dû entrer ici dans de plus
amples détails.

CONSTRUCTION DES MOMENTS FLÉCHISSANTS ET DES EFFOR TS TRAN-
,

CHANTS MAXIMA, DANS UNE POUTRE SUPPORTEE EN SES DEUX EX-

TRÉMITÉS SOUS L'ACTION DE CHARGES MOBILES CONCENTRÉES.

Nous nous contenterons de traiter ici les cas les plus simples.
Soit (Pl. VIII, fige 113) une poutre supportant deux chariots à
quatre roues dont la charge et l'écartement sont donnés.

Pour déterminer la courbe des moments fiéchissants maxima,
nous chercherons pour un certain nombre de sections de la poutre
les ordonnées Y correspondant aux différentes positions de la
surcharge. La plus grande des ordonnées trouvées pour chaque
section sera alors une ordonnée de la courbe maxima. Au lieu
de construire les polygones funiculaires correspondant aux diffé-
rents déplacements de la surcharge, il sera plus simple de main-
tenir cette dernière dans une position fixe (nolls n'aurons alors
qu'un seul polygone funiculaire à tracer) et de laisser par contre
la poutre se déplacer sous la surcharge. Suivre tous les déplace-
ments possibles de la poutre est pratiquement inapplicable, aussi
ne considérerons-nous dans chaque cas particulier qu'un certain
nombre d'entre eux. Nous laissserons par exemple la poutre se

déplacer d'une quantité égale à~' ~, ~, etc. de sa portée. Si dans
4 8 10

chaque position considérée, nous projetons, sur le polygone fu-
niculaire, les deux extrémités de la poutre, nous obtiendrons en
joignant entre eux les deux points ainsi obtenus les lignes finales
des polygones funiculaires correspondant à chacune de ces po-
sitions.

Formons (Pl. VIII, fige 114 et 113) le polygone des forces ors
et le polygone funiculaire aIV a.~yO correspondant aux charges



90 " -.
ELEMENTS DE LA STATIQUE GRAPHIQUE

des essieux 1, 2,3, 4. Supposons que dans la position initiale OIV
l'un des essieux se trouve placé directement au-dessus de l'appui
gauche, désignons également par OIV la ligne finale du polygone
funiculaire correspondant. Laissons ensuite la poutre se déplacer
et prendre successivement les positions aa; 1 I; bb, II II; cc; III
III; dd; IV IV et désignons les lignes finales des polygones fu-
niculaires correspondant par les mêmes lettres et les mêmes
chiffres. C'est afin de rendre la construction plus facile que nous
avons employé alternativement les chiffres romains et les carac-
tères italiques. Lorsque la poutre occupera la position IV, IV,
elle se trouvera complétement déchargée. Du nombre de dépla-
cements dépendra le degré d'exactitude de la construction; dans
chaque cas, il suffira de considérer la surcharge dans 6 ou 8
positions différentes.

Pour construire la surface des moments fléchissants maxima,
nous pourrons opérer de deux manières. Portons à partir d'un
axe horizontal commun considéré comme ligne finale les ordon-
nées des moments correspondant aux verticales 1, 2, 3, 4 pour
chaque position donnée, ou autrement dit, reportons sur cet
axe les différents polygones funiculaires, la courbe enveloppe
de ces polygones limitera la surface des moments fléchissants
maxima. Les polygones correspondant aux positions OIV;
aa; II; bb; II II; cc sont tracées en pointillés (fig. 115). Pour
donner plus de clarté à cette figure, nous y avons indiqué
simplement par de petits traits les verticales correspondant aux
forces 1, 2. 3, 4, pour chaque cas considéré. De plus, nous n'y
avons point reporté les polygones funiculaires III III, dd, et
IV IV, sachant d'avance qu'ils tombent à l'intérieur des autres
contours polygonaux déjà tracés et qu'ils ne correspondent à
aucun maXlmum.

L'autre manière de procéder est beaucoup plus simple et donne
d'excellents résultats dans le cas de poutres à grande portée sup-
portant un grand nombre de charges. Ce procédé consiste à re-
chercher directement dans les différents polygones funiculaires
l'ordonnée maxima correspondant à chaque section et à porter
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cette valeur à partir d'un axe horizontal sur la verticale passant
par cette section.

Prenons par exemple un point situé au huitième de la portée
de la poutre. Si nous comparons entre eux les moments fléchis-
sants en ce point pour les positions OIV,aa~1 l, bb, II II, etc., nous
trouvons facilement que la valeur maxima de ce moment corres-
pond à la position II II, les positions voisines bb et cc donnant
des valeurs moindres. Nous ferons remarquer en passant que
nous n'aurons pas besoin de comparer entre elles toutes les or-
données correspondant à nne section dëterminée; nous pourrons
en effet nous arrêter aussitôt que nous observerons une tendance
à la diminution.

Si nous établissons la même comparaison aux points situés à

des distances ~l,~l'~
8
l,~l,~l)l, de l'appui B, nous verrons que le

8 8 888
moment maximum correspondra.

Pour le point ~l, à la position II II.
8

~l.
8
4-l,
8
5
-l,
8
6
-l,
8
7_l,
8

b b.

b b.

I 1.

1 1.

a a.

Ces ordonnées maxima se trouvent tracées en traits plus forts
(Pl. VIII, fig. 113); elles se trouvent également portées dans la
fig. 115, où nous leur avons donné la même désignation qu'aux
charges auxquelles elles correspondent. Si nous j oignons entre
elles les extrémités de ces ordonnées, nous obtiendrons la surface
des moments fléchissants maxima. Les ordonnées ainsi détermi-
nées ne donnént pas exactement la valeur de moments maxima.
Pour obtenir ces valeurs maxima, il faudrait opérer de nouveaux
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déplacements de la poutre et faire concorder l'une des charges
concentrées avec la verticale passant par la section considérée.

En comparant les deux surfaces ainsi construites, nous remar-
querons qu'en certaines sections les ordonnées de la première
sont plus grandes que celles de la seconde. Ces différences sont
très-petites et par suite sans importance. L'ordonnée maxima de
cette surface représentera le moment maximum absolu. La pre-
mière construction donne rb et la seconde sb comme valeurs de
l'ordonnée de ce moment maximum.

Dans certains cas la recherche du moment maximum absolu
aura seul un intérêt direct. Nous n'aurons pas alors besoin de con-
struire la fig. 115, et nous nous contenterons de chercher dans
la fig. 11.3 la plus grande des ordonnées des polygones funicu-
laires correspondant aux positions aa, I I, bb. II II.

Pour déterminer l'effort tranchant maximum correspondant à
une section quelconque, nous ne devrons, comme nous l'avons déjà
dit plus haut, considérer que les forces agissant d'un même côté
de cette section. Cherchons par exemple l'effort tranchant maxi-

mum pour la section menée à la distance ~l de l'appui A. Nous
4

considérerons pour cela la poutre dans sa position I, I; la charge
1.tombera alors directement au-dessus de la section considérée
et les autres charges à droite.

L'effort tranchant sera égal à la réaction de l'appui B. Nous dé-
terminerons la valeur de cette réaction B dans le polygone des
forces en menant par le pôle 0 des parallèles au côté I, IV et à la
ligne finale 1,1 du polygone funiculaire correspondant. Ces paral-
lèles déterminent en Ir la grandeur de cette réaction.

Nous pourrons donc trouver l'effort tranchant 11laxiulUm
pour toute section de la poutre autre que la section III. La con-
struction de ces efforts se trouve indiquée dans le polygone des
forces pour les différents cas de surcharge II; II II; III III ; IV IV.
Les diverses réactions portent les mêmes lettres que les charges
correspondantes. Connaissant les valeurs des différentes réactions,
nous pourrons construire la courbe des efforts tranchants (Fig.
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116); cette courbe sera d'autant plus exacte que les sections con-
sidérées auront été prises en plus grand nombre. Dans le cas par-
ticulier qui nous occupe, il nous suffira d'en considérer quatre.

Nous obtiendrons la courbe des efforts tranchants dirigés en
sens inverse, en faisant mouvoir la charge roulante dans la di-
rection opposée et en supposant seule chargée la partie de la
poutre située à gauche de la section. Mais nous savons que cette
courbe est symétrique de la première courbe construite par
rapport à l'axe de la poutre; nous n'aurons donc pas besoin de
répéter à nouveau la construction précédente, et nous nous con-
tenterons de reporter les valeurs trouvées en dessous de l'axe
rr comme cela se trouve indiqué (Pl. VIII, fig. 116).

Si nous négligeons l'action de la charge permanente, nous trou-
verons comme valeurs des efforts tranchants sur l'un des appuis
Or, et sur l'autre zéro.

Dans l'exemple traité (Pl. VIII, fig. 03), la poutre a 12mde longueur, l'é-
cartement des essieux f, 2 et 3,4 est fm20 et celui des essieux 2,3, fm60. Les
charges des essieux sont:

f == 2t ; 2 == 2t ; 3 == :1t,5 ; 4 == f t,5.

La valeur du moment maximum coItstruit d'après la première méthode
est:

Mmax == ?'b . 1t == 4t,02 . 4m == f 6mt,08.

Le même moment construit d'après la deuxième méthode approximative
sera:

Mmax == sb. h == 3t,96 . 4m == f5mt84.

La différence entre ces deux valeurs est:

omt,24 c'est-à-dire 1,4 0/0.

Les efforts tranchants maxima correspondant aux positions D,IV; 1,1; II,II ;
III,III ; IV,IV; (fig. 116) ont pour valeur:

Or == 5t,95 ; Ir == 4t,2 ; II?' == 2t ,45 ; IUr == Ot,83 ; IVr == Ot,O.

Pour traiter le problème dans sa généralité, il faudra aux ré-
sultats trouvés ci-dessus ajouter les valeurs des moments fléchis-
sants et des efforts tranchants dus à la charge propre de l~ poutre.

Soit (Pl. VIII fig.117) un système de plusieurs poutres pl~cées les
unes à la suite des autres supportant une voie ferrée. Ce!spoutres
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sont reliées entre elles par des entretoises porteuses et par des
traverses sur lesquelles le rail vient s'assujettir. Nous voulons
déterminer le moment maximum absolu et la réaction maxima N
de l'un des appuis sous le passage de deux wagons également
chargés.

Nous construirons le polygone des forces 1, 2, 3, 4 'et le poly-
gone funiculaire correspondant I(X~'YÙO(PL VIII, fig. 117 et 118.)
Considérons la surcharge dans la position indiquée (fig. 117).
Dans ce cas, la ligne joignant les points 0 et rxne sera pas la
ligne finale du polygone funiculaire; la charge de l'essieu 1 se
transmettant aux poutres principales non pas directement, comme
dans le cas de poutres sous rails, mais par l'intermédiaire de
deux traverses consécutives. Il faudra donc d'abord répartir la
force 1 sur les deux traverses voisines au moyen du polygone
funiculaire Irxp.Nous déterminerons ensuite en considérant les
nouvelles forces trouvées le polygone funiculaire II l p~yùO. Les
forces qui agissent en l et p sont les composantes de la charge
1. Nous obtiendrons les valeurs de ces composantes dans le po-
lygone des forces en menant par le pôle 0 des parallèles aux
côtés correspondants du polygone funiculaire II l et l 0 ainsi
qu'aux côtés Op et prx. Ces valeurs nous seront données par les
droites ax et xb. Leur somme est ax + xb == 1.

n nous faudra de même répartir les forces 2 et 3 sÜr les en-
tretoises voisines. Quant à la force 4, elle agit dans le plan d'une
traverse et se transmet par suite directement à la poutre.

Le polygone funiculaire des forces agissant sur la poutre prin-
cip31e sera donc représenté par II l p't"dO; sa ligne finale sera la
droite 00.

La poutre à gauche de l'appui n'est soumise qu'à l'action de la
composante ax; le polygone funiculaire correspondant sera 0 10
avec 00 comme ligne finale.

Laissons maintenant le système se déplacer sous la surcharge
d'une distance égale à ~ de la portée; celle-ci prendra la posi-

. 6
tion l, l, 1. Dans cette nouvelle position les charges 1, 2, 3, 4 se
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transmettront à la poutre principale par l'intermédiaire, d'autres
traverses et le polygone funiculaire correspondant I\l.Vûos,e dé-
terminera comme ci-dessus. La droite l, l sera la ligne finale. Une
partie de la surcharge se trouvant dans ce cas transmise à la
partie droite de la poutre, le polygone funiculaire correspon-
dant sera l ° l avec la droite II comme ligne finale.

Nous avons désigné les traverses par la lettre 0 et les appuis
par la lettre ° dans la position initiale 0, 0, ° et par les chiffres t,
dans la position l, l, 1. Considérons la poutre dans une troisième

position correspondant à un déplacement ~l, désignons par 2 les

nouveaux emplacements des traverses. Nous remarquons que
dang ce cas les positions des traverses concordent avec celles du
cas O. La répartition des charges 1, 2, 3, 4 sur les traverses sera
la même que dans la position initiale 0, 0, 0, le polygone funicu-
laire ne changera pas; seules les lignes finales seront autres et
deviennent II, II.

Déplaçons à nouveau le système des poutres et chaque fois

d'une longueur égale à ~ l. Les nouvelles positions seront III, III,
6

III; IV, IV, IV; V, V, V. Aux positions 0,0,0; II, II,II; IV, IV, IV
correspondra le polygone funiculaire II I p'r~Oet aux positions
l, l, 1; III, III, III; V, V,V, le polygone IavûOV. Ce second polygone
funiculaire est tracée en lignes pointillées.

Ayant ainsi tracé les surfaces des lnoments fléchissants pour
chaque position de la poutre, nous pourrons trouver facilement
l'ordonnée donnant le nloment maximum. Cette ordonnée cor-
respondra à la position 0,0,0 et aura pour valeur Y max n-r.

Le moment maximum absolu sera donc: Mmax=n"r . h.
Pour trouver le maximum absolu de la réaction, nous cherche-

rons dans le p01ygone des forces les valeurs des réactions dues
aux différentes positions de la poutre et nous comparerons ces
valeurs entre elles.

Considérons la position 0,0,0. Les réactions correspondant aux
deux poutres seront déterminées dans le polygone des forces,
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pour l'une par les rayons parallèles aux côtés du polygone funicu-
laire 00 et Op,pour l'autre par les rayons parallèles aux côtés 00
et 10. Les côtés 01 et Op se confondant en une même droite, les
rayons parallèles ne formeront qu'un seul et même rayon, et par
suite la réaction de l'appui, qui n'est autre que la somme des
réactions 00' correspondant à chaque poutre, sera déterminée
par les rayons parallèles aux deux lignes finales 00 et 00. Cette
réaction se trouve désignée par 00 dans le polygone des forces.

Nous construirons de la même manière la réaction l, 1 corres-
pondant à la position l, 1,1 en menant par le pôle du polygone funi-
culaire des parallèles aux lignes finales l,let l, 1. En répétant à
nouveau la même construction, nous trouverons les grandeurs
des réactions II, II; III, III ; IV:>IV, etc. Pour ces différentes posi-
tions, la valeur de la réaction va toujours croissant jusqu'à la
position III, III pour diminuer ensuite. .

A la position III, Ill, III correspondra donc le maximum de N.
Dans chaque cas particulier nous n'aurons nullement besoin de

rechercher les valeurs des réactions sous les différents cas de
surcharge possibles et pourrons arrêter nos recherches aussitôt
que nous remarquerons dans la grandeur de N une tendance à
décroître.

Quant aux moments fiéchissants dans le rail, ils sont donnés
par les polygones funiculaires.

Io:.p, p~'t", 't"y~, (l~'J, 'Jyu, u~O.

Le moment maximum absolu se produira lorsqu'une roue se
trouvera placée au milieu de la portée des deux traverses; sa
valeur sera 00:.. h.

Nous pourrions égalelnent, en répétant la construction indiquée
ci-dessus, déterminer le maximum absolu de la réaction sur une
traverse. Toutefois, afin de ne pas compliquer l'épure, cette cons-
truction ne s'y trouve pas indiquée.

Dans l'exemple traité (Pl. VIII, fig. 1:17) nous avons considéré une série de
nont:rp.sde ;:lmde Dortée reposant en leurs extrémités. L'écartement des tra-
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verses est de fm,O celui des essieux 1 et 2 de Oms et celui des essieux 2 et 3
de Om,9.Tous ces essieux sont également chargés savoie;

1 == 2 == 3 == 4 == 1t,5.

Le moment maximum absolu aura pour valeur:

Mmax==-rn . h == Ymaxh == i t,07 . 2m ==2mt,1.4.

La réaction maxima d'un appui:

Nmax == III III == 4t,i5,

et le moment maximum dans le rail :

0", , h == Ot,15 . 2 == omt,3.

DES FORCES EXTÉRIEURES ET DES FORCES INTÉRIEURES

AGISSANT DANS UNE CONSTRUCTION

Considérons un corps d'une forme quelconque soumis à l'action
des différentes forces de grandeur et de direction données, et se
tenant en équilibre (Pl. IX, fig, 119). Supposons de plus que ces
forces agissent dans un même plan vertical (cas qui se présente-
ra ordinairement dans la pratique).

Si au moyen d'une section xx, nous partageons ces forces en
deux parties, et si nous considérons séparément l'action de
chaque partie, en vertu des lois de l'équilibre, les résultantes
correspondant à chaque groupe devront être nécessairement
égales entre elles et agir suivant la même direction mais en sens
inverse. La résultante R1 des forces à gauche de la section xx
sera donc égale à la résultante R2 des forces situées à droite de
la même section.

Si le corps se trouvait partagé en deux parties par la section
considérée, chacune de ces parties du corps tendrait à se mou-
voir suivant la direction de la résultante correspondante.

L'action de ces forces R engendre dans la section des efforts
d~ cohésion, qui s'opposent au mouvement.

Les forces de résistance (forces de cohésion), tiennent donc en
équilibre les résultantes R1 et R2, et cornille celles-ci, elles sont
de plus en équilibre. Si donc nous désignons par R'~etR'21es

7



98
, ,

FORCES EXTERIEURES ET FORCES INTERIEURES

deux résultantes de ces dernières forces, nous pourrons écrire
la relation suivante:

R'
_R'1- 2

Pour distinguer ces genres d'efforts, nous désignerons par
forces extérieures, les forces à l'action desquelles le corps se
trouve soumis et par forces intérieures, les efforts développés
par celles-ci dans le corps lui-même. La résultante des forces ex-
t8rieures agissant sur une partie du corps, est en équilibre avec
la résultante des forces intérieures exercées par la partie voisine
ou bien encore avec la résultante des forces extérieures agissant
sur la partie voisine. Ces deux dernières résultantes pourront alors
être indifféremment substituées l'une à l'autre.

En effet, considérons (Pl. IX, fig. 120) avec la résultante des
forces extérieures agissant sur cette même partie, une partie du
corps à gauche de la section xx et soit R1 la résultante des
forces extérieures agissant sur cet élément. Cette force R1 sera
en équilibre avec la résultante R'2 des forces intérieures dévelop-
pées dans la partie correspondante située à droite de xx. Mais R'2,
est égale à R2' et a de plus même direction et même signe; R2 dé-
terminera donc le signe des forces intérieures agissant sur la
partie gauche dans la section xx. Dans le cas indiqué (fig. 120),
la force R'2 passe par le centre de gravité de la section considérée
et de plus se trouve dirigée contre cette section. La partie à
gauche de œx sera donc comprimée.

Il suit de là que nous pourrons toujours supposer enlevée la
partie à droite de la section, et la remplacer par la résultante des
forces intérieures, sans que pour cela les conditions d'équilibre
se trouvent changées.

La résultante des forces extérieures à une section est-elle
connue, la résultante des forces intérieures agissant dans cette
section le sera aussi. Si, par exemple, nous cherchons 'la résul-
tante des forces intérieures pour la partie à gauche de xx, nous
n'aurons qu'à déterminer la résultante des forces extérieures agis-
sant à gauche de cette nlême section; cette dernière prise en
signe contraire sera ]a force cherchée. Nous pourons donc tou-
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jours trouver la résultante des forces intérieures dans une section
quelconque, quand les forces extérieures seront connues, puisqu'il
est possible de déterminer une force, qui soit en équilibre avec la
résultante des forees extérieures agissant soit à gauche, soit à
droite de la section considérée. Toutefois, nous ne pourrons
trouver que dans cerlains cas particuliers la manière dont cette
résultante se répartit dans les différents éléments de la section.

Les types de eonstruction que nous retrouverons dans la prati-
que, sont en général formés par l'assemblage de barres rigides.

Nous mènerons touj ours les sectio ns xx perpendiculaires à
l'axe longitudinal de ees barres, nous décomposerons la résul-
tante des forces extérieures suivant deux directions l'une paral-
lèle et l'autre perpendiculaire à la section considérée. Ces com-
posantes une fois déterminées, nous trouverons les forces inté-
rieures qui leur font équilibre.

Les efforts qui se développent dans une construction sous
l'action de forces extérieures sont de différentes natures.

En effet, considérons un corps de forme prismatique (Pl. IX
fig. 121)et déterminons les efforts engendrés dans la section xx.
Pour cela, cherchons la résultante R de toutes les forces exté-
rieures situées à gauche du plan xx; cette résultante prise en
signe contraire sera égale à la résultante de toutes les forces
intérieures agissant dans la seetion considérée. Décomposons
R en deux forces P et Q, l'une parallèle, l'autre perpendicu-
laire à l'axe du prisme. La force Q tend à cisailler le prisme dans
la section xx, les forces intérieures lui font équilibre, et par
suite leur résultante est égale à la force Q, mais se trouve dirigée
en sens inverse (Pl. IX, fig. 122).

Reste à eonsidérer l'action de la force P. Pour cela, portons au
centre de gravité b dans la section xx et sur une parallèle à la
direction P deux forces égales et opposées + Pet - P. L'ad-
dition de ces deux forces + P et - P ne changera en rien les con-
ditions de l'équilibre du prisme. La fo~"ce-{-P (fig. 122) agjssant
contre la section xx, sera un effort de compression. Les forces P
portées en afet en bd (fig. 121) forment un couple positif dont le
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moment a pour expression P .ab. Ce couple sera tenu en équili~
bre par un couple négatif de même grandeur et dl1 à l'action des
forces intérieures. Quant à la grandeur et à la position des forces
composant ce couple, nous ne les connaissons pas encore, mais
nous pourrons toujours appliquer dans la section xx un couplé
négatif SS tel que S . h = P . ab (fig. 122).

Le moment P .ab cherehe à faire fléchir le prisme dans le sens
longitudinal.

La résultante R des forces situées à gauche de la section xx en--
gendre donc les trois genre? d'efforts intérieurs suivants: un ef-
fort de cisaillement Q, un effort de compression P, et Hnmoment
fléchissant M = S . h.

Un autre genre d'efforts n'est point possible dans le cas où
toutes les forces considérées agiront dans le même plan. Mais si
ces forces n'agissent pas dans le même plan, la poutre sera en
outre soumise à un moment de torsion. Nous devrons donc, pour
ne pas avoir de torsion dans une poutre, répartir la charge per-
manente et la surcharge de teUe manière que toutes deux se con-
centrent dans le plan vertical passant par l'axe de]a poutre.

La résultante des forces exérieures est-elle perpendiculaire à
l'axe longitudinal de la poutre, cette résultante n'engendrera
alors qu'un effort de cisaillement et qu'un moment fléchissant.
Soit (Fig. 123) R la force extérieure à la section xx, portons en b
deux forces égales et de signes contraires + R et R ; à la force
extérieure R = bc fera équilibre à là force intérieure R::::::b a' (Pl.
IX, fig. 124). Quant au moment fléchissant négatif R.be, nous
pourrons le supposer tenu en équilibrè par le moment positif Sh.
De tels efforts se produisent dans les poutres droites dont les

.
A.

"
-

.

"

.appuIs se trouvent au meme nlveau et nous pourrons tOUJours,
comme nous l'avons vu dans le courant de cet ouvrage, déter-
miner les valeurs du moment fléchissant et dé l'effort tranchant
dans une section quelconque.

Si la résultante des Ïorces extérieures tombe dans la section
considérée (Pl. VII, fig. 125 et 1?6), la poutre ne sera soumise
dans cette section qu'à un effort de cis'aillement. A la force exté-
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rieure R == ab (fig. 125) fait équilibre la force intérieure R == a'b
(fig. 126). De tels efforts se présentent dans les rivets et les bou-
lons.

Si la résultante R des forces extérieures est parallèle à l'axe
de la barre considérée, la composante perpendiculaire, et par
suite l'effort de cisaillement seront nuls. Dans ce cas, la poutre
sera soumise à un moment fléchissant positif ou négatif et
à un effort de tension ou de compression. Portons (Pl. IX, fig.
127) en b deux forces égales et de signe contraire + R et - R ;
la force intérieure R == ber(fig.128)fera équilibre à l'effort de com-
pression R==be (fig. 127). De même le moment positif Sh détrui-
ra l'action du moment négatif R .ab. Une charge verticale excen-
trique agissant sur une colonne développera dans celle-ci des
efforts de cette nature.

Si la direction de la résultante R concorde avec l'axe de la barre
considérée, elle ne développera alors dans celle-ci que des efforts
de traction ou de compression.

Ainsi, à la force extérieure R ==bc (Pl. IX, fig. 129) fait équili-
bre la force intérieure R==be' (fig. 130), qui, dans ce cas, sera un
effort de tension.Une charge verticale concentrique à une colonne
développe dans celle-ci des efforts de cette nature.

Il suit de ce qui précède que les forces extérieures agissant
dans le plan d'une poutre développent dans chaque section des
efforts de tension ou de compression, des moments de flexion et
des efforts de cisaillement.

Si donc nous voulons qu'une poutre ou une pièce quelconque
d'une construction ne soit soumise qu'à des efforts de traction ou
de compression, il faudra que la résultante des forces extérieures
à une section agisse suivant l'axe longitudinal de cette pièce.

De la répartition des forces extérieures résulte la position de la
résultante. Quant à la position des éléments rencontrés par une
section xx, il dépend de la forme même de la poutre.
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POUTRES OU TOUTE SECTION NE TROUVE QU'UNE SEULE

BARRE SOUMISE A DES EFFORTS DE TENSION OU DE COMPRESSION.

Cas général

Nous appellerons poutre homo.gène toute poutre ne se compo-
sant dans toutes ses parties que d'un seul élément, les poutres
en forme de double T 'par exemple. Par contre, nous désignerons
sous le nom de poutre composée toute poutre dans laquelle une
section rencontrera deux, trois, etc. éléments.

Toute poutre droite homogène doit résister à l'action d'un
moment fléchissant et d'un effort tranchant.

Nous allons déterminer la forme que nous devrons donner à
une poutre pour qu'elle ne subisse que des efforts de tension ou
de compression. Considérons (Pl. IX, fig. 130) un corps de forme
quelconque soumis à l'action de plusieurs forces agissant toutes
dans un même plan et se tenant en équilibre, et cherchons si dans
la section x~x.fnous ne pourrons pas remplacer une partie de la
matière par une barre rigide, ne travaillant pas à la flexion.

Déterminons la résultante Rx~,des forces extérieures àla section
x~x~. Il est évident que dans l'espace où cette résultante ne varie-
ra pas, (ici dans l'espace compris entre les forces 3 et 4) nous
pourrons substituer à la matière du corps une barre rectiligne
rigide ab, dont l'axe correspondra avec la direction de la résul-
tante; cette barre ne travaillera pas à la flexion. De même pour la
section X2X2,un élément rectiligne bc dont l'axe longitudinal cor-
respondra avec la direction de la résultante RX2remplira le même
office entre b et c que la matière du corps lui-lnême. Il résulte de
ce qui précède que nous pourrons transformer le corps considéré
et le remplacer par une série de barres de moindre section sou-
mises à des efforts de tension ou de compression que nous saurons
déterminer. Voir l'exemple (Pl. IX, fig. 130) où la ligne pointillée
indique le système d'éléments capables de résister aux forces ex-
térieures.
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Nous aurons souvent à calculer des constructions de ce genre
qui rentrent dans le type de poutres à réactions obliques. La
forme d\lne poutre correspondant à une charge donnée est iden-
tique avec le polygone funiculaire; chaque côté de ce polygone
représente en effet la direction de la résultante des forces agissant
sur la section considérée. A chaque charge correspond une forme
déterminée de la poutre, dont les éléments ne travailleront qu'à la
traction et à la compression, et réciproquement. A des forces pa-
rallèles correspond un nombre indéfini de formes. variant avec
les différentes tensions horizontales.

Les formes ainsi déterminées satisferont aux conditions énon-
cées ci-dessus aussi longtemps que la résultante ne changera paE:
de position, c'est-à-dire aussi longtemps que le polygone funicu-
laire ne variera point. Or, un polygone funiculaire ne changera
pas tant que les forces correspondantes ne varieront pas d'inten-'
sité ou varieront toutes dans la mêlTIeproportion. Une force seule
varie-t-elle d'intensité, ou bien toutes les forces varient-elles
d'une manière quelconque, le polygone funiculaire changera alors
de forme, et les éléments de la poutre ne seront plus seulement
soumis à des efforts de traction ou de compression, ils devront
de plus résister à des mOlTIentsde flexion.

Nous aurons dans la pratique en général à faire à des charges
verticales (poids) ; seules les réactions des appuis pourront avoir
des directions obliques.

Forme d'une poutre sous l'action de différentes

charges verticales.

Soient (Pl. IX, fig. 131 et 132) données les forces comprises entre
les lignes mn et nn passant par les points d'appui; nous voulons
déterminer la forme qu'il nous faudra donner à une poutre dont
les éléments ne doivent résister qu'à des efforts de tension et
de.compression.

Pour cela, construisons au moyen de la force auxiliaire A== oa
le polygone funiculaire (X~'r6'ilpcorrespondant aux forces paral-
lèles 1,2.3,4. La poutre, dont les élélnents se cQnfondront avec
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les côtés de ce polygone funiculaire satisfera aux conditions
énoncées ci-dessus; ses réactions seront A::::::oa et B::::::ob, leurs
directions seront déterminées par l'équilibre du système A, 1, 2,
3,4, B; les flèches indicatrices de A et de B courront alors dans
le même sens que celles des forces 1,2,3,4. Quant aux forces
agissant dans les éléments de la poutre, elles se trouvent données
en position par les côtés du polygone funiculaire; en grandeur
et en direction dans le polygone des forces par les rayons paral-
lèles correspondants.

Ainsi la barre ~'Y est soumise à l'action de la résultante Rx
des forces agissant sur la section xx, c'est-à-dire de la somme
des forces A et 1 ; cette résultante est donnée en grandeur par
le rayon oe, elle agit de 0 vers c. Quant à la force intérieure
qui lui fait équilibre, elle est de direction opposée; elle est donc
dirigée vers la section xx ; la barre ~"( sera par suite soumise à
un effort de compression.

La résultante des forces A, 1, 2, 3, 4 extérieures à la section
Xh X1, est ob==B, elle a le signe contraire que la réaction B. La force
intérieure, qui lui fait équilibre, sera de signe contraire, et la barre
1)pse trouvera également comprimée. Nous déterminerons de
même les résultantes des forces extérieures A, od, oe, agissant
dans les éléments C(~, Vû, ~1), qui seront comprimés, ce qui du
reste, se voit clairement dans le polygone des forces, où toutes
les résultantes partielles ont même signe.

La composante horizontale des forces agissant dans chaque
élément de la poutre a la valeur constante H == of et la somme
des composantes verticales des réactions af, tb, est égale à la
somme des forces considérées. Nous pourrons, pour une
seule et même charge, construire une infinité de polygones funi-
culaires, et par conséquent une infinité de poutres répondant aux
conditions exigées. La forme de la poutre sera d'autant plus apla-
tie et ses différents éléments d'autant plus comprimés que la
composante horizontale H aura une plus grande intensité et ré-
ciproquement.

Quant a.ux composantes verticales des réactions, elles a~ront
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toujours les mêmes valeurs, celles-ci ne dépendant que de la
grandeur des forces 1, 2, 3, 4 et nullement de la forme de la
poutre. Il nous restera donc, dans chaque cas particulier, à
choisir pour la poutre la forme la plus convenable, ou autrement
dit la forme la plus économique satisfaisant aux conditions du
problème.

La grandeur de l'une des deux réactions est-elle donnée, la
forme de la poutre se trouvera par le fait même déterminée;
puisque, dans ce cas spécial, nous ne pourrons construire qu'un
seul polygone funiculaire.

Dans l'exemple traité (Pl. IX, fig. 131 et 132), l'écartement des appnisest
de tom et les forces considérées ont pour valeurs:

1.== P; 2 == 0\9; 3 == 01,5; 4 == Ot,8.

Nous avons pris le pôle 0 du polygone des forces tel que la réaction A 50it
A == oa ==3t,3, et nous avons trouvé dans les différents él'éments de la pou-
tre les efforts de compression suivants:

Dans C(~ un effortoa == A == 3t,31- ~( oe == 2t,68

- 1~ od == 2t,36

- ~Y) oe == 2t,32

- "l)p ob == B == 2t.47

La composante horizontale est con~tante pour toutes les sections et a pour
valeur H == of == 2t,32.

La composante verticale de la réaction A est af == 2,t,35; celle de la réac-
tion B == tb ==Ot,85. Leur somme est:

fa + tb == 1 + 2 + 3 + 4 == 31,20

c'est-à-dire égale à la somme des f()rces données.

Chaque élément de la poutre peut être remplacé par un appuI
placé en un point quelconque de cet élément et exerçant sur lui
une réaction égale à la résultante des forces agissant en ce point,
sans que pour cela l'équilibre soit détruit et que la nature des
efforts développés dans les autres éléments soit altérée. (Voir la
poutre indiquée Pl. IX, fig. 132). De même que la nouvelle poutre
ainsi obtenue (Pl. IX, fig. 134) est une partie de la précédente;
de même le polygone des forces correspondant (fig. 133) est une
partie du polygone des forces précédent.
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Supposons maintenant que la forme de la poutre soit donnée
ainsi que la charge totale à laquelle elle se trouve soumise, nous
pourrons déterminer le rapport des différentes charges, qui sol-
licitent cette poutre, dans le cas oÙ tous ses élém_ents devront
être ou comprimés ou tendus. Soit par exemple la poutre de
forme symétrique indiquée (Pl. IX, fig. 136). Prenons dans le
triangle des forces (fig. 135) une longueur ab proportionnelle à
la charge totale. Menons par a une parallèle à C(~, par b une pa-
rallèle à ~1),et prolongeons-les jusqu'en leur point de rencontre.
o. Les droites oa et ob représenteront les réf!ctions dues à l'ac-
tion de la charge considérée. Si de plus nous menons par 0 une
parallèle à l'élément ~y, nous obtiendrons en ac=1la valeur de
la force agissant au point ~. Nous trouverons de même en me-
nant par 0 des parallèles à r~ et à ~1) les forces cd = 2 et db =: 3

agissant aux points y et ù. Le rapport entre les forces concen-
trées aux sommets de la poutre sera donc:

i : 2 : 3 == ae : cd : db.
Aussi longtemps que ce rapport existera entre les forces 1, 2,

3, nous serons sûrs que les résultantes correspondantes se con-
fondront avec les axes des éléments considérés. A la simple ins-
pection du polygone des forces, nous pourrons remarquer qu'à
une forme symétrique de la poutre correspond une répartition
symétrique de la charge.

Nous avons pris dans l'exemple indiqué, (Pl. IX, fig. 13:.1 et 136) la charge
totale ab == 4t,0 ; et nous avons trouvé comme charges concentrées aux
points [j;y,d" correspondant à la forme donnée, les valeurs sllivantes :

1 == 1t,63 ; 2 == 0t,74; 3 == 11,63

Dans les éléments r;:[jet (1"1)agissent les efforts oa == ob == A == B== 2t,25 ;
dans [jy et ,rJ, oe == od == 1t, 11.

Quant à la tension horizontale, elle a pour intensité H == 1"04.
La forme la plus simple des constructions rentrant dans ce

genre de poutres est représentée (Pl. IX, fig. 13R).Elle se com-
pose sin1plement de deux éléments et la charge agit au point
de rencontre de leurs axes. Pour déterminer les forces dans

~~ et ~y, portons (fig. 137) en ab la force 1; par a menons une



POUTRE PARABOLIQUE 107

parallèle à ~~ et par b une parallèle à ~r' Ces deux parallèles se
coupent en un point o. Les valeurs des réactions ainsi détermi-
nées oa == A et ob .;r B représentent aussi les valeurs des forces

intérieures dans les éléments (h~ et ~r'
Dans l'exemple traité (Pl. IX, fig. f38) les appuis sont à une distance l == 6;

la force f a été prise i == 2t, et les valeurs des réactions seront:

A == ft.42 et B == it,42.

La construction la plus simple après celle indiquée ci-dessus se
trouve représentée (Pl. IX, fig. 140) et se compose de trois élé-
ments. Nous désignerons les constructions de ce genre sous le
nom de poutres avec contrefiches. Pour déterminer les efforts
agissant dans les éléments de cet ouvrage, formons le polygone
des forces (fig. 139) et portons t == ac et ~==cb.-Menons par a
une parallèle à iX~, par b une parallèle à Y~ et prolongeons-les
jusqu'en leur rencontre o. Les lignes oa el ob représentent les
forces agissant dans OG~ et dans yo. Les réactions des appuis
sont également: A== oa et B== ob.

Reste à trouver l'effort agissant suivant ~y. Menons à cet effet
par le pôle 0 une parallèle à cette' direction ; oe sera la valeur
de la force cherchée. La composante horizontale est constante
pour tous les efforts développés dans l'ouvrage et représentée
par le rayon oe.

Dans l'exemple traité (Pl. IX, fig. f39 et 1.40),les appuis se trouvent à un
écartement l ==8m ; les charges f et 2 sont:

i == ft,2 et 2 == ft,2.

La construction graphique des efforts a donné pour les trois éléments les
valeurs suivantes:

oa == A == ft,70 ; oe == ft,2; ob == B == 11,70.

Pou tre parabolique.

Nous avons vu qu'à une charge donnée correspond un poly-
gone funiculaire déterminant la forme de la poutre. Il suit de là
que la forme de toute poutre, soumise à l'action d'une charge de
répartition définie, se trouve déterminée à l'avance. Ainsi à une
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charge répartie correspondra une poutre courbe dont la forme
sera identique à celle du polygone funiculaire correspondant.

A une charge uniformément répartie sur la projection hori-
zontale de la poutre. correspondra une poutre de forme para-
holique que nous pourrons construire avec une ten~ion horizon-
tale quelconque, et quel que soit le niveau des appuis. La poutre
parabolique indiquée (Pl. IX, fig. 142) a .ses appuis au même ni-
veau; les réactions de ces appuis auront donc même valeur. Le
pôle 0 du polygone des forces (Pl. IX ,fig. 141) se trouvera par
conséquent à égale distance des extrémités de la ligne ab repré-
sentant la charge totale. La forme p~rabolique de la poutre sera
plus ou moins aplatie, suivant que la distance polaire od aura été
prise plus ou moins grande.

La parabole est déterminée, comme nous le savons, par les
tangentes C(~ et 'Y~. Quant à la charge uniformément répartie
p par mètre courar.lt de projection horizontale, nous la représen-
terons par la surface ombrée qr; et nous aurons pl==ab. La force
agissant dans une section quelconque m se trouvera dans le
polygone des forces, soit en menant par 0 une parallèle à la tan-
gente xx, soit en portant sur la verticale ab une longueur ac
égale à la charge correspondante qm. Le rayonôc représentera
en grandeur et en direction la force agissant dans cette section
m. Les appuis se trouvant au même niveau, leurs réactions se-
ront égales et auront pour valeur A==oa==B==ob.

Si la charge uniformément répartie par mètre courant de pro-
jection horizontale ne se transmet à la poutre qu'en certains
points, comme dans la poutre représentée (Pl. X, fig. 144) aux
points ~,r, Û,I1, le polygone funiculaire C( ~'Yû'Y)venveloppant la
parabole déterminera la forme à donner à la poutre. Ce polygone
sera tangent à la parabole aux points rt.,rn,n,s.vc'est-à-dire aux
points de la parabole correspondant aux divisions de la sur-
charge. Quant à la hauteur de la poutre, elle sera égaie à la flè-
che de la parabole.

La force agissant dans l' élément ~y, par exemple, se détermi-
nera dans le polygone des forces par la grandeur du rayon oç
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mené parallèlement à ~y (Pl. X, fig. 143). La poutre ayant une
forme symétrique, les réactions des appuis seront pap,suite égales
entre elles.

Nous avons pris dans les exemples traités (Pl. IX,-fig. 141 et 142 et Pl. X
fig. 143et 144)les appuis à un écartement l == iOm,etla charge égale à 0,3'6
par mètre courant de projer.tion horizontale. La charge tolale est: ab == pl
== 0\36 . 10 =:' 31,6. Les réactions sont dans les deux cas considérés: A == Qa

;;;;:.:B == ob == 2t,16. La force agissant en m a pour valeur: oe = If ,!JO; celle

agissant en n est horizontal(\, tt a la même intensité que la tension horizonta-
le, c'est-à-dire od == 1t,2 --- H.

Quant aux effort~ a~, ~{'et {'à'(fig. 1.43),ils ont les mêmes valeurs oa == 2/16,
oe = P,50, od == 1t,2.

Poutresen forme de 'parabole du troisième degré.

La forme correspondaat à la surcharge représentée par la
surface ombrée qstuv (Pl. X, fig. 146) peut se déterminer ainsi
qu'il suit. Partageons la surface qvu par exemple en quatre
divisions égales. A chaque surface élémentaire correspond
une charge qUé nous pourrons considérer comme agissant eh
son centre de gravité. Nous obtiendrons ainsi la valeur
des forces 1,2,3,4, et nous pourrons au moyen du polygone
des forces oai construire le poly gone funiculaire ~~Y~î')vcorres-
pondant à la moitié de la poutre. Pour obtenir les appuis de la
poutre considérée au même niveau, nous prendrons le pôle 0 à
é gale distance des points a et i. Nous déterminerons par une
simple projection le polygone funiculaire correspondant à la Sé...
conde moitié. Ce polygone funiculaire enveloppe la courbe dé-
terminant la forme de la poutre. Projetant alors les pOInts de
division sur ce polygone, nous trouverons en a.,s,t,U;1)autant de
points de tengence; ces points joints entre eux par une courbe
continue déterminent la courbe cherchée qui, pour plus de clarté,
n'a été tracée que sur la droite de l'épure.

Pout trouver 'la loi de la courbe ainsi déterminée, considérons
la surface ~stuvim'~. Cette surface n'est autre que la surface des
moments correspondant à la surcharge et aux composantes ver-
ticales des réactions, qui sont égales entre elles et de }?luségales
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à la moitié de la charge totale. Le moment des forces verticales

correspondant à urie section menée par le milieu de la poutre
aura pour expressIon:

M= mv . H = f. H.

Nous pourrons encore exprimer ce moment d'une autre ma-
nière, savoir au moyen de la composante verticale ~e la réac-
tion, et de la résljltante des forces extérieures représentée par
la surface"vqu. Si nous représentons la ligne qv par n et la ligne
qu par l, la composante verticale de la réaction aura pour va-
leur:

v ==
n . l,

2

et son moment pris pa 1~rapport à la section vm :
n . ln. l2

V.l==2.1z::~

Quant à la résultante des forces représentée par la surface

quv, elle est égale à ~l et agit au centre de gravité du triangle

qUf), c'est-à-dire à une distance
~

l de la section considé~ée. Le

moment de cette résultante sera donc:
n . l . 2 ln. l2

-2 3--~

La somme des moments cherchés sera par suite:

M- f H -
n . l2

-
nl2 - nl2

-. -2 3-6

d'où la grandeur de la tension horizontale:

H ==
n . l2

6.f

Pour une antre section sq menée à une distance x du n1ilieu
de la poutre, le moment des forces extérieures sera donné par
la formule:

(i)

(2)

M= y' . H
. .

Exprimons encore ce moment au moyen de la composante
verticale de la réaction et de la résultante des forces verticales.
La composante verticale de la réaction aura' pour valeur V et
son bras de levier sera l-œ,d'où son moment:
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n . ln. l2 n . l . x
V(l-X)=T(l-x)=2 - .2

Quant au moment de la résultante correspondant à la charge
l- œ, nous l'obtiendrons le plus facilement en le considérant
comme la différence des moments correspondant à la demi-
charge et à la charge x, ces mon1ents étant pris par rapport à la
section sq sous la demi-charge. La distance de la résu]tante
nl , 1 t. t J l

,2
Z d

, ,. t
"2 a a sec IOn sq es ega e a

:3
- œ; ou son mamen :

- n2' \~ l-X)

La résultante correspondant à la charge x, est 1 donnée

par la surface du triangle zzu, et par
. n.x.x . nxou encore a --z:2 pUIsque nous avons zZ=T'

étant! x , son moment sera:
3 .

.t ~

l
,ZZ. X

SUIe ega e a 2
Son bras de levier

n . x .x . x f n . X3

-z"2 3=6Z-
La somme des moments des fQrces {extérieures à la section

sq aura donc pour expression:

M' = y' H ~ (l-x) -'- ~ ~ (~ l - X )- nx3t.
2 ~ 2 3 6l)

nl2 nx3
- 6 6l

D'où la tension horizontale:

H ~ ~/ (~-~
l2

- ~.~~) (3)

Egalons les deux équations (2) et (3), et tirons la valeur de y' ;
nous aurons:

x3
y'=f-f. F

valeur représentant l'ordonnée de la courbe rapportée au point
111.,cette même valeur rapportée au point 1) sera:

'[1;3
y =f - y'f= f. f}



1.1.2 POUTRE PARABOLIQUE

Cette équation est celle d'une parabole du troisième degré,
nous pourrons doné conclure que la courbe ainsi déterminée est
rine parabole du troisième degré.

La valeur de (tirée de la formule (1.) sera:
i
'6 n . l2

f= (4)
H

Si nous supposons la surcharge qstU'lJrépartie uniformément
sur la projection horizontale de la poutre, la hauteur du rectan-

gle représentant cette chargé sera ~v ou
~

; et la flèche f de la

parabole correspondant à cette surcharge:

i n
- . - ~l2

f'=.
2 2 .

H

Si nous posons en outre n
==p, la flèche (' aura pour

2
SIon:

expres-

f - ~
p . l2

-2 H

f sera donc égale à la moitié de la sous-tangente rn '(7;.Rem-

plaçant
~

par sa valeur p dans la formule (4), nous aurons:

2- pl2

f= 6

H

f est alors égal au tiers de la même sous-tangente m n. La
valeur f == m v ==

~
n~n ==

~
mr pourra se construire facilement,

et nous saurons déterminer les flèches correspondant aux diffé-
rentes tensions horizontales II. Réciproquement nous trouverons
la tension horizontale H pour une valeur donnée de la flèche f.

Pour un point quelconque de la poutre le rayon mené dans le
polygone des forces parallèlement à la tangente en ce point dé..
termine en grandeur et en direction la résultante des forces
extérieures à la section considérée. Ainsi en t agira la-force oc
et en v la force oe ==H.

(a)
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Dans l'exemple traité (Pl. X, fig. 147), la surcharge agissant
sur la poutre est représentée par la surface ombrée, et est sup-
posée concentrée aux centres de gravité des divisions 1,2,3,4.
La forme correspondante de la poutre est déjà indiquée (fig. 146),

par le polygone enveloppe, elle a pour flèche f==~
.mn. Lesfor-

ces agissant dans chaque élément sont déterminées par les rayons
du polygone des forces parallèles aux tangentes correspondan-
tes.

Dans l'exemple indiqué (Pl. X, Hg. 145, 146 et 147)les appuis se trouvent à
un écartement 2 l == !om; la surface ombrée a les dimensions suivantes:
qu == l == 5m ; qv == n == 1m,2 La demi-charge ou bien la composante verti-
cale de la réaction sera:

1 1
V=-2" n . l == "21,2 .5 == 3t.

A chaque mètre carré correspond en effet une charge de It.
Quant aux forces 1, 2, 3, 4, elles ont pour valeurs:

1 == ab = 1t,31 ; 2 == bc = Ot,94 ;
.3= cd ==Ot,56; 4 = de == Ot,19 ;

Prenons la hauteur de la pOl!tre f == 3m,333 et portons en mn la longueur
3 f ==tom. Nous déterminerons la valeur de la tension horizontale H en me-
nant dans le polygone des forces par les points a et i des parallèles à n~ et à
ni. Cette valeur sera H == 1t,5.

Si nous avions au contraire supposé H connu, nous aurions construit la
1

valeur de f et trouvé f == 3mn.

Nous pourrons aussi déterminer ce!, valeurs au moy.en- de la formule (5).

F
. d tt ' t

. n ;J.p . l2
~ aisons ans ce e equa IOn p =="2= 01,6,nous trouveroIls: f = (3 ~ =

2 . 0,6 . 5: 30
6"" 1 5 ="9 = 3m,333.,

ou bien encore:
2pl2 2.0,6.52 30

H ~6 T= 6.3,333=20 = 1t,5.

Quant aux efforts correspondant aux points a,s,t,v,u,v, ils sont:

oa == 3t,35 ; ob == 2t,26 ; oe = tt,68
od == 1t,5 f ; oe =::.1t ,:sa - H.

Nous trouverons les mêmes valeurs pour Jes forces développées
éléments de la poutre figurée. (Pl. X, fjg. i47).

dans ,les

8
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POUTRES COMPOSEES

Les éléments constituant les poutres ci-dessus sont tous sou-
mis, comme nous pouvons le voir à la simple inspection des
polygones des forces, à des efforts de compression.

Supposons Inahltenant chaque poutre tournant autour d'un axe
horizontal situé dans son plan, et d'un angle de 1800,les nouvelles
constrlictions ainsi obtenues seront symétriques des premières;
les forcés extétietÜ'es à chaque élément conserVéront la même
intensité .mais changeront de signe. Il cnsera de même pour les
forces intérieures; les efforts de compression se changeront clone
en efforts de tension. Les premiers types d'ouvrages considérés'
sont assimilables à des pou~res en arc; les seconds, à des poutres
à chaînette.

POUTRES DANS LESQUELLES UNE SECTION QUELCONQUE

. ... / /..

NE RENCONTRE QUE DEUX ELEMENTS

TRAVAILLANT A LA TENSION OU A LA COMPRESSION.

Cas général.

'Un corps de forme quelconque, soumis à l'action de forces
agissant dans le même plan, pourra toujours, dans une section
considérée, être remplacé par deux éléments rectilignes. Posons-
nous de plus comme condition que chaque élément ne doit sup-
porter que des efforts de tensIon où de comp1"esslon,la position
de ces éléments se trouvera par suite détetlllinée; leurs axés
devront se confondre avec les composantes de la force exté-
rieure à la section considérée. Dans ce cas, la force extérieure
se décomposera suivant les axes des deux éléments.

Soit par exemple, un .corps clé formé quelconque (Pl. X, fig.
148) soumis à l'action dès fotces 1,2,3,4,5,6,7,8 agissant dans un
même plan. donsidétons uI1e s~ction xlœ1~ nous pOUfl"OnSdans
cette section suhstitu-er à Iâinatiète dü corps les deux éléments
ab et cd dont les axes se coupent en un point a,1 de la direction
de lâ résnltanté RX1' é'btrêsp'bfitlant â 1â section X1Xl.Les con di-



POUTRE CORRESPOND.\.NTE A UNE CHARGE SYMÉTRIQUE 115

tions de l'équilibre ne seront nullement changées. Il en sera de
même pour toute autre section xx.

La résultante des forces 1,2,8 situées à gauche de la section
XfXJ2est RX2 ; nous pourrons dans cette section substituer à la
matière du corps les deux éléments (barres rigides) df et ab,
dont les axes se coupent en un point C(.2 située sur la résultante
RX2' Il en sera de n1ême pour les forces 1,2,3,8 agissant à
gauche de la section X;jX3'Leur résultante est RX3. La matière du
corps pourra dans cette section être remplacée par les deux élé-
ments df et be, dont les axes se coupent en un point C(.3 de la ré-

sultan te RX3.
A gauche de la section Xl;X4se trouve seulen18nt la force 1 ; les

deux éléments ca et cd devront nécessairement se couper en un
point C(.1; situé sur la force 1, et nous pourrons considérer ce

point d'application CLI de la force 1 comme l'un des appuis du
corps.

En opérant ainsi sur chaque section, nous remplacerons le
corps donné par une poutre dont les éléments ne travailleront
qu'à la traction ou à la compression.

Si les forces considérées conservent toutes la même intensité,
ou bien encore si elles varient toutes dans un certain rapport;
si de plus. ces forces en changeant de direction et d'intensité
varient de telle façon que les :résultantes correspondantes tour-
nent autour de points fixes (dans notre cas, autour des points
C(.1 ; C(.2 ; C(.3 ; Gel;); la poutre ainsi déterminée ne sera en aucun cas
soumise à un effort de flexion.

Dans la construction on emploie souvent des poutres de ce
genre, e\ ~lrtout dans le cas. de surcharge symétrique.

Forme de poutre. correspondant à une charge ~ymètrique.

Les poutres à deux éléments représentées (Pl. X, iig~ 150,
152, 153, 155, 157, 158) peuvent se ramener aux poutres il un seul
élément auxquelles nous aurons à ajouter simplement l'élément
«{3,capable de résister à iacomposante horizontale de la réac-
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tion. Les réactions des appuis des nouvelles poutres seront ver-

tical(3s et les efforts développés dans chacun de leurs éléments

seront en tous points identiques à ceux développés dans les pou-

tres à un seulélément de même forme; ils auront même gran-
deur et même direction, l'élément horizontal sera seul tendu.

La forme la plus simple des poutres rentrant dans cette caté-
gorie est indiquée (Pl. X, fig. 150). Au point 'Y agit" la force 1.
Pour déterminer la valeur des efforts agissant dans les différents
élém€mts, portons en ab la force 1 (Pl. X, fig. 149) ; menons par
a une parallèle à (L'Yet. par. b une parallèle à ~'Y.Ces parallèles se
coupEmten un point o. Les longueurs oa et ob donnent la valeur
des efforts dans les éléments (L'Yet ~'Y, qui sont comprimés, ce
qui se voit clairement dans le polygone des forces. Quant à l'é-
lément (L~, il doit résister à la composante horizontale de la réac-
tion qui se produirait si la poutre se composait simplement des
éléments (L'Yet 'Y~.L'élément (L~sera donc tendu et la valeur de
cette tension est donnée par la droite H==oc.La forca 1 agis-
sant au milieu de l'ouverture de la poutre, les réactions verti-
cales des appuis seront égales entre elles et auront pour valeur:

A == ac == B = cb.

Nous aurons de plus:
A + B = ac + cb == ab - L

Dans i'exemple traité (Pl. X, flg. 149 et HW), nous avons pris:

l == Sm et 1 = 2t,

Les éléments CI:yet 'i~ sont comprimés, l' élément IX~ est tend.u. Les valeurs
numériques de ces efforts sont données par les droites oa = ob == 1t,67 et par
la droite oc = 1t,34.

Pour distinguer dans nos constructions les éléments tendus
des éléments comprimés, nous indiquerons toujours ces derniers
par un double trait, et nous ferons toujours précéder leurs va-
leurs numériques du signe -.

Soit la poutre représentée (Pl. X, tig. 152); nous voulons dé-
terminer les efforts agissant dans chacun des éléments qui la
composent. Pour cela, portons (Pl. X, 'tig. 151) sur une verticale
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ab la charge totale 1+ 2== ac + cb. Menons par a une parallèle il
r.t,y,par b une parallèle à ù~ et par leur point d'intersection 0 une

parallèle à yù. Les longueurs ainsi déterminées oa, OC,ob don-
nent l'intensité des efforts de compression dans les éléments
r.t,y,yù, ù~. Quant à la tension développée dans (L~, elle a égale-
ment pour valeur la droite oc, c'est-à-dire qu'elle est de même
intensité que la compression yù.

Dans l'exemple traité (Pl, X, fig. 152 et 151) la poutre a une ouverture l ==
Sm ; les charges sont:

1 =ac ==2 = bc == P,O.

. Les efforts, qui agissent dans les éléments (/.1, 18, 8~, (/.~ sont d'après la fi-
gure 15t :

oa =- 1t,67 ; OC == - 1t,34 ; ob == - 1t,67; oc == 11,34.

Lorsque dans une poutre du type représenté (Pl. X, fig. 153),

les charges n'agissent point aux points supérieurs y, Ù, mais aux
points inférieurs V,"1I,il faudra alors adopter aux points y et d des
tiges de suspension yv et Ù1),capables de transmettre les charges
1 et 2 des points v et '1) aux points y et Ù, puisque l' élément tl~

ne doit pas être soumis à un moment de flexion. Les efforts, qui
agissent dans les différents éléments de la poutre, conservent
même valeur et même signe. Quant aux tiges vy et 1)Ù,elles ré-
sistent aux efforts de traction 1 et 2.

On désigne en général ces sortes de poutres sous le nom de
poutres à armature supérieure.

La poutre représentée (Pl. X, fig. 157) peut être considérée
comme symétrique de la poutre (fig. -152),l'axe de symétrie étant
r.t,~. Les élélnents tly, y( a~ forment un~ chaîne, dont la tension
horizontale engendre dans tl~ un effo.rt de compression. Pour
déterminer les efforts dans les éléments (hY,yù, û~) nous porte-
rons en ab (fig. 156) les forces 1 =ac et 2==cb. Nous mènerons
par a une parallèle à tly, par b une parallèle à d~, et nous les
prolongerons jusqu'à leur point de rencontre en o. Puis par ce

point 0, nous m.ènerons une parallèle à y~. Les rayons ainsi obtê:
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nus oa, ob, Qe donnent en grandeur et en direction les efforts
agissant clans les éléments rhY,6~,'{~. Quant à Peffort de corn...

pression o:~, il se trouve également déterminé par la grandeur
QG.

Dans la poutre à armature inférieure désignée ~é!l~ralement
sous le nom de ~~J~r..I.l1ée (Pl. X, fig. 158), les charges 1 e.t 2
n'agissent pas aux points y et ~, mais aux points'J et "1)de l'élé...
ment o:~. Or comme cet éléme:nt (h~1 nedQit pas travailler à la
flexion, il nous faudra alors reporter l'action cles forces 1 et 2
aux points 'J et "1)au mQyen des poteaux 'JY et "1);).Ces poteaux

seront comprimés et lesJ3ffQrts développés dans les alltr~s élé-
ments de la poutre conserveront leurs signes.

. Dans l'exemple traité (P1. X, Hg. 1v7 et 158), nous avons pris une poutre de
101I!d'ouverture sur laqueUe Ç\giss~Ilt les fQrGe§ J -:; aç -:-:-2 -.:-:b,c -:-- ! \QQ. ~es
efforts déve]oppé~ dans les éléments (/.'/,~tlJ~GY),(/.{3~ont dQnnés par les rayons
de la figure 156 :

.

oa == 4t,08 : Ge== 3t,95 ; ob == 4t,08 : oe - - 3t,95.

Dans la poutre représentée (Hg. 158), nous avons en plus dans les poteaux
1J,,/ et 'li8 les efforts de cornpressioll:

ac == - 11,00; bc ==- n,oo.

Une poutre de construction analoglj.~ s~ trpuV0 indiqué (PL
x, fig. 155). Dans cette poutre, laforç~ 1 e~t dir!?Gt~rn.~nttraI}q-
roise au point y, par l'intermédi.aire du pote.au ~y. Si npus vor-
tons (fig. 154) ab ==1, et si par les points (tet ,b POLIS rn~nons dêS
parallèles aQ et bo auxçôtés (1,-"(et ~Y, si de plll& pous m0Ponsp_ar

0 une parallèle oe à C(~, nous obtiendrOPS0Il CJa,o.Q"oç,ables ~fr
forts agissant dans les élém.entsde la pontre (hY,r~.,():~et 1'°,.

La. poutre figu.rée (Pl. X, fif?;. 15;:;)a un(3 ou.verture dp 1Om,0et supporte la
force 1 - ab == 1t,5. Les efforts agissant dans les éléments (/."/, I~; (/.~et 78
sont donnés en grandeur et en direction par les l'aygns .:

oa=~ 4t,63 . ob == 4t 63 . oc == - 4 t W'j . ab .""""- l t 5',
". ..'v,'

-"" '.'

Les réa~tiOl~S des appuis ont pour valeur:

A == ae==B== bc=:.Ot,7~L



POUTRE PARABOLIQUE AVEC TIRANT 119

Poutre paraboliqu~ avec ti:ran;t;.

Si, dans une poutre parabolique simple, nous annullons la
composante horizoutale de la réaction des appuis au moyen d'un
tirant p~s~~nt par les points d'appuis, nous aurons alors une
poutre parabolique à deux éléments, ou autrement dit, une
PQutre par abolique avec tirant. Cette poÜtï'è se trouvera en
équilibre soUs l'actiQu seule des réactions verticales. Un e
poutre parabolique de ce genre se trouve indiquée (PL X,
tige 1(0) et sa forme correspond à une. charge uniformément ré""
partie par mètre courant de prQjection horizontale. Nous avons
déterrrÜné la forme de Gette poutre, comme. nous l'avons fait plus
haut, au moyen du polygone des forces (fig. 159) et en supposant
connue la flèche f. Le tirant horizontal C(~est soumis à la tension
horizontale constante H= oc. Quant à l'effort correspondant à un
point quelconque de la courbe !Xy~,il se trouve déterminé dans
le polygone des forces par le rayon parallèle à la tangente en ce
point: ainsi au point. (x, agira la force oa; au point ~, la force
ob: au point y, la force OG= H.

Dans l'exemple (fig. 160), la poutre a une ouverture l-:- 12m,00 ; une. flèche
f:. ~J;D.,-.70;elle. supporte pq,r mètrQ QQ\U'ant de projection horizQntale une

cJJ,éJ,xgell:tl~fQrm,ément rép~rtie p =~ 0\3. La formule f.H ;=:
~

p,l~, nous donne

la valeur de la ten~ion horizontale II.

H == ~
Ot,3 ~__132

== 2t,00.
8 2,,7:

Aux points Cf.et ~ agit l'effort de compression oa == - 2t,69, au point 7' ;
oe == II == - 2t,00. Quant au tirant Cf.~,il supporte une tension oe == H == 2t.

Dans la pratique, en emploie souvent des poutres paraboU..
ques à tirant non seulement dans le cas de charges uniformé-
ment réparties par mètre courant de proje.ction horizontale, mais
encore dans le cas de charges: cOl1centré€}se.tde même intensité.
Une poutre de ce genre se trouve représentée (Pl. X, fige 162).
Sur cette poutre la charge uniformément répartie pl- ab se
transmet seulement aux points y,~/IJ-,'t",À,V,G;également distants
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d'une longueur a. Les forces 1,2,3,4,5,6,7 sont donc égales en-

tre elles, et les réactions A.et B se trouvent à une distance ~ des

forces voisines 1 et 7. Pour déterminer la forme la plus conve-
nable à donner à cette poutre sous l'action de la charge consi-

dérée, divisons dans le triangle des forces ab ==pl (F!g. 1.61),la
longueur ab en autant de parties égales que nous avons pris de
points, où se concentre la charge. Choisissons de plus une ten-
sion horizontale H ==QC, telle que le pôle 0 soit équidistant des
points a et b et construisons le polygone funiculaire (%)'ù'Y)'t"Àvcr~.

Ce polygone nous donnera la forme cherchée. Cette poutre aura
pour hauteur la flèche de la parabole correspondante seulement
dans le cas où le polygone funiculaire aura son côté milieu hori-

, ,
1

\ mnzonta!. La hauteur f sera ega e a
2'"

et pourra se calculer di-

re~,tement par la formule

~ pl2
8

f=H'

Dans notre cas la hauteur de la poulre f' se trouve être un peu
f

plus grande que 2 mn.
L'élément (X~ supporte un effort de tension H == oc. Quant aux

.efforts agissant dans les autres éléments, il sont donnés en gran-
deur et en direction par les rayons du polygone des forces COf-
respondants; ainsi dans (x)'agira la force oa; dans ù'Y),la force
oe, etc. Plus la poutre sera haute, plus la tension horizontale H
sera faible.

Dans l'exemple (PI. X, fige 16{ et 162), nous avons pris l= 12m,Oet p ==Ot,3;
les forces seront donc: 1 == 2 == 3 == ~== 1)== 6 == 7 == 0_\514, Nous avons
de plus fait H==3t,0, d'où la valeur de f:

{
l 2-p

f~~ == ~ - 0,3 144
-lm 8

H 2 -83-"

La hauteur de la poutre f' correspondant aux charges concen-
trées est un peu plus grande, comme nous le remarquo.ns en la
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mesurant directement sur l'épure. Mais nous pourrons égale-
ment calculer cette valeur f' en prenant la somme des moments
extérieurs àla section mit. Nous avons en effet:

r .H == Mmn
d'oû:

f' - Mmn- H

Or le moment Mmna pour valeur:

Mm.n == A.l_f (1). 3a + (2). 2a + (3).a ~

ou bien encore, puisque (1) ==(2)==(3) .:

Mmn ~ A.l - (1).6.a

Remplaçons les lettres par leurs valeurs:
JO.l l

A == ~ == P,8 ; a == 7 == fm,714; f == Ot,514

nous aurons:
Mmn == {t.8. 6m - 0t,514 . lOm,254 == 5mt~)14.

D'où la valeur de la flèche f' :
5mt 5f4

f i , .
== 3t

::::; 1 m,S3S.

Les réactions verticales sont: A == B == {t.S ;

les éléments '7.1et a{j, supportent yn effort de compression:
oa == ob :=- 3t,50, et le tirant '7.{june tension oe == H == 31,00.

Dans la poutre (Pl. X. fige 163) les charges 1,2,3,4,5,6,7 sont
appliquées sur le tirant ~~. Mais comme ce tirant ne doit pas tra-
vailler à la flexion, il nous faudra reporter ces efforts sur les
nœuds supérieurs de la poutre au moyen de tiges de suspension.
Chacune de ces tiges supportera alors un effort déterminé égal à
la charge qui s'y concentre. Quant aux efforts développés dans la
poutre par les charges considérées, ils auront même valeur que
ceux trouvés plus haut (fi' 162).
. La poutre représentée (Pl. X,fig. 165) peut être considérée
comme symétrique de la poutre (fig.162). Cette poutre est for.;.
mée par une chaîne sur laquelle agissent les poids '1,2,3,4,5,6,7,
dont l'effort de compression horizontale passe par l'éléme-at ~~.
C'est au moyen du polygone des forces (fig. '164)et de la distance
polaire H que nous avons déterminé la forme de cette poutre.
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L'élément a~ est comprimé par la force H == OG ; tous les autres

éléments sont tendus; ainsi dans l'élément y~ agit l'effort de
tension od, etc Les réactions des appuis sont données par
A==ac==B==cb.

Dans,l'exemple traité (Pl. X, fig. 1134et ~65), la poutre éI; une portée
l == 12m,OO;elle supporte une charge uniformément répartie par mètre cou-
rant de projection p == Ot,25, qui se concentre aux points 1,2,3,4,5,6,7. La
charge totale a pour valeur: ab == pl == 3t,0 et chacune des forces concen-

1+2+3+4+5+6+7-p.l
trées: .

""7

," == 0t,428.

Nous avons pris H == 3\0 comm,e dista:p.ee polaire; d'où la grandeur de f
correspondant à la charge uniforJ,né.mtHJ,trépg,rtie :

1
f - - P l2 -- 1ID ;)- 8'

.. -, .

Quant à lq ÀÇl.qtelArde la poutre, eUeest, sous l'action des charges 00ncen-
trées: r == 1m,D27.

Les réactions verticales ont pour valeur: A == ac == B - cb == 1t,5.

L'élément o:~ se trouve comprimé sous une force H == oe == - 3t,O.Dans
l'élément o:y agit une tension ao == 3t,35 etc.

La poutre (Pl. X, fige 1(6) diffère de la précédente en ce que
les charges 1, 2,3, 4,5, 6, 7, agissent sur l'élément (fv~ et de là se
transmettent à la chaînette par l'intermédiaire d~ poteaux, l"élé-
ment C(~ ne devant pas travailler à la flexion. Les poteaux seront
alQrs compri:rnés: quant aux efforts développés dans les autres
éléments ils auront mêmes valeurs et rnèmes signes que dans le
cas précéde.n t.

La poutre figurée (Pl. XI, fige 1(9) est constituée pÇ\.rla réu--
nion de deux poutres paraboliques, dont l'une agit comme arc
et l'autre comme poutre à chaînette. Soient P1 et P2 les charges
uniformément réparties par Inètre courant de projection horizon--
tale sur l'arc et sur la chaînette. Ces charges se transmettent à la
poutre en huit points (nœuds) également distants. Pour détermi-
ner les efforts agissant dans chaque élément, formons le poly-
gone funiculaire correspondant et, pour cela, portons (fig. 167)
en ab les force.s 1,2,3,4,5,6:7,8 et (fig. 168) en a'b' les forces
1',2',3',4',5',6',7',8'. Menons par les p9ints ab et a'b' des paral-
lèles aux éléments extrêmes des deux poutres réunies. Les dis-
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tances polaires de ces deux polygones représenteront les com~
posantes h0rizontales des réactions sollicitant chaque poutre..
Quant à leurs composantes verticales, leurs sommes se trouve-
ront représentées par les longueurs ab et a'b~.

La composante horizontale de la réaction de la poutre supé."
l'ieure est donnée par la formule:

1
11 . H1 == 8"" P1 . [2

d'où:
:t

8 P1 . [2

f1
Rf ==

Celle de la poutre inférieure sera:

1- 'n [2
8 .["2' ~

H2 == f'
/2

Ces deux composantes seront donc égales, quand nous aurons
la relation:

P1 f1
P2... -:- -12.

c'est-à-dire quand les intensités des charges unitûrmément ré-
. parties P1 et P2seront dans le même rapport, que les flèches des
deux poutres. Dans ce cas les tensions horizontales se feront
équilibre et les réactions des appuis seront par suite verticales.

Les réactions des appuis sont: pour la poutre supérieure

A1---B1---ac == bç ==}h~, pour la poutre inférieure A2:::::B2==P2
~

et pour les deu:x poutres réunies. :
l

A == B - A1+,/2
- B1+ B2 .-,-. (P1 + P2)T'

Quant (lUXefforts développés dans les différents. élérnE}nts, nQUS

les trouverons en grandeur et en direction dans le polygone des
fDrces (fig. 167) pour la poutre supérieure et dans le polygQne
(fig. 168) pour la poutre inférieure, en menant les rayons paral-
lèles aux éléments correspondants. Tous les éléments de la poutre
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supérieure seront comprimés; ceux de la poutre inférieure se-
ront tendus.

Dans l'exempie (PI. Xl, fig. 169) la poutre a une portée de 12m ; ses flèches
sont f~ ===1m,8 f2 == 1m,5. Quant aux charges uniformément réparties, elles
sont par mètre courant de projection horizontale, P4 == Ot,3 ; P2 == Ot,25.

Les flèches étant dans le même rapport que les eharge.s, c'est-à-dire

~
== ~~ == ~

. '
il s'en suit la relation H~ == H2; ces tensions mesurées

P2 12 <> .

directement dans les polygones des forces 1== 2 == 3 == 4 == 5 == 6== 7 ==18 == 0\45
et l' == 2' == 3' ::::::4' == 5' == 6' == 7" =::.8' ~ 0t,375, sont H~ == H2 == 3t,00. La

va]eur de ces tensions horizontales ctirées de l'équation

1 1
8 P4l2 8 P2l2

H4 == H2 ==
f4 == f2

sera également:

1 . 0,3 .144 1. 0,25. :144
H~ == H2 ==

8"" 1,8 == 8 1,5 == 3t,00.

Les réactions des appuis sont verticales et égales à :

l
A == B == "2 (p~+ P2)== 6 . 0,55 == 3t,30.

De plus nous avons oa ~ ob == - 3t,5 et 0' a' == 0' b' :::z 3t,5 'etc.

Si les deux charges P4et P2sont de même intensité, nous aurons
la relation:

H2 f4
II; ==

f2

c'est-à-dire les tensions horizontales seront inversement propor-
tionnelles aux valeurs des flèches des deux poutres.

Supposons que dans la poutre représentée (Pl. XI, fig. 172)
dont les flèches f1 et (2 80nt égales, la surcharge s'applique di-
rectement aux nœuds supérieurs, et supposons de plus que cette
surcharge se transmette par rlloitié sur les deux poutres par l'in-
termédiaire des poteaux verticaux. Nous aurons alors P4==P2, et
par conséquentH4 == H2.

Le polygone des forces (fig. 170) correspondra à la poutre su-
périeure, et le polygone des forces (fig. 171) à la poutre infé-
rieure.. Tous les éléments de la première seront comprimés et
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tous ceux de la seconde tendus. Les réactions des appuis seront
verticales et auront pour valeur:

l
A == B == (P1 + P2) T===P1l == P2 l.

Dans l'exemple traité fig. 172, nous avons pris:

l == 12ill,OO; f== Oill,9 ; P1 == P2 == 0t,15; 1 == 2 == ..." == 8 == 0t,225

et nous avons trouvé par construction:

H1 == H2 == H == 3t,0 ; Da == ob == 0' a' == 0' b' ;::: 3t,13

A == B == P1 .l == 0t,15 .12 == 1t,8.

Poutre parabolique avec tirant en forme de parabole'

du troisième degré.
.

La poutre (Pl. XI, fig. 174) est identique comIlle forme à la
poutre représentée (Pl. X, fig. 147); elle porte de plus la même
charge. Considérons cette poutre comme un arêtier d'une cou-
pole à huit côtés. Ces huit arêtiers buttent l'un cOTJ.trel'autre à
leur sommet et sont reliés à leurs extrémités inférieures par une
ceinture horizontale. (Voir le plan fig. 174). Cette ceinture hori-
zontale annulant l'effet de la poussée horizontale, c'est-à-dire rem-
plissant l'office d'un tirant,il s'en suit que la réaction sollicitant
chaque arêtier sera verticale.

La force horizontale :a est donnée par la distance polaire du
po]ygone des forces, et peut être remplacée par ses deux com-
posantes H' et H' agissant suivant les éléments de la ceinture
extérieure. Nous obtiendrons donc les valeurs de H' en décom-
posant la force H == oe suivant od et cd. Quant aux efforts de
compression agissant dans les différ'ents éléments de la poutre,
nous les déterminerons dans le polygone des forces oab.

Ayant conservé dans l'exemple traité (Pl. X, fig. 173, 174 et 174 a) les
mêmes dimensions et les mêmes charges que dans le cas figuré Pl. X, fig. 147,
à l'exception de la ceinture horizontale, il s'en suit que les forces agissant
dans les différents éléments conserveront la même intensité. Quant à la ten-
sion de la ceinture, elle est fi' = od = de = 2t,83.
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Poutres composées de deux éléments supportee

à une seule extrémité.

Les poutres (Pl. XI, fig. 175, 177, 179 et 181) supportées à une

de leurs extrémités, sont fréquemment employées dans la cons-

truction métallique, comme supports de balcons, fennes de mar-

quises, etc... En décomposant la charge q.ue porte chacune d'elles

(nous avons pris ici pour toutes la même charge, afin de rendre

les résultats plus facilement comparables) suivant deux directions
)

parallèles aux éléments qui la composent, nous trouverons les

forces agissant dans chaque élément. (Fig.176,178, 180, 182).

Considérons (fig. 175) une section quelconque xx et cherchons
les valeurs des efforts a~ et ay. Pour cela, nous nous reporterons
au polygone des forces (fig. 176) et nous verrons que l'élément
supérieurtl~ sera tendu et l'élément inférieur ay comprimé.

Il en est de même pour toutes les autres poutres.

Nous avons pris pour les quatre pOlltrés :

b - 5m,Oet l ==It,20

nous a.vons consh'uit les polygones des forces correspondant à chacune d'elles
~t nous avons trouvé pour l'élément fl.Yun effort de compression oa et pour
l'élément fI.~ un effort de tension ob.

Ces efforts ont dans chaque cas considéré les valeurs suivantes:
(Fig. 175 et 176) oa == - 3t,23; ob == 3t,00
(Fig. 177 et 178) oa == -3t,00; ob - '3t,23
(Fig. 179 et 180) Da == - 2\57; ob == 2\57
(Fig. 181 et 182) oa ==- 3t,06; ob ==2t,56.

POUTRES DANS LESQUELLES UNE SECTION RENCONTRE

TROIS QUPLUSIEURS ÉLÉMENTS NE TRAVAILLANT QU'A LA

TENSION OU A LA COMPRESSION.

Cas général.

Considerons de nouveau un corps de forme quelconque (PLX1,
fige 1.83).Les forces 1, 2, 3 7,8 auxquelles il se trouve soumis
agissent toutes dans le même plan Bt sont en équilibre. NOliSpour-
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rons' remplacer dans une section quelconque la matière de ce
corps par trois éléments rectilignes (trois barres rigides) ne tra-
vaillant qu'à la flexion ou à la compression, puisque nous saurons
toujours décomposer la résultante de toutes les forces exté-
rieures à cette section suivant trois directions arbitraires. Ainsi
nous pourrons remplacer la partie près de la section xx par les
trois éléments ab, bc et cd, en clécomposantla résultante Rx cor-
respondant à cette section suivant les directions de ces trois élé-
ments. Il en sera de même pour toute autre section du corps. Pour
que cette substitution soit possible, il faudra que dans chaque sec...
tion les axes de trois éléments se coupent sur la direction de la
force extérieure la plus rapprochée ou bien autrement dit, il faudra,
si la forme de la poutre est donnée, que les charges agissent aux
point~ de rencontre des divers éléments, c'est-à-dire aux nœuds
de la pOlJtre. Cette considération nous à perIni~ de construire la
poùtt'e indiquée èn lignes pointillées (fig. 183), qui remplacera la
forme primitive du cô.rps. Une tell~ poutre pourr~ également ré-
sister, quand même les forces considérées varieraient d'intensité
èt de direction, tous ses élérnents ne travailleront qu'à la tension
ou à la compressiQn (ce qui r.ésulte de la construction" lnêrne
de la poutre). Les deux êléments limitant la poutre s'appellent
les membrures ~e cettepolÙre et se divisent en membrure ,supé-
rieure et inférieure. Quant aux éléments reliant entre elles les
ïnembrures, nous les désigllerQJ1§sou§Je nDW,général de barres
de treillis.

Les éléments constituant ce gelire de poutres ne seront jamais
soÜrnis à des efforts de flexion, comme nous l'avons déjà fait re-
marquer plus haut, que lorsque les élérç.ents seront rectilignes et
lorsqtLe les forces extérieures se concentreront aux nœuds de
PÔlivrage.

En châqüé nœud de la poutre se coupent plus de deux élé-
ments; seules les extrémités font exception et ne se composent
qUé de dèUX éléments, suivant lesql~els la résultante des forces
exterieures correspondantes se décomposera directement.

Soient (Pl. :XI, ftg. 185) données en grandeur et en direction
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les forces2, 3, 4,5,6, 7, ainsi que les forces! et8 quileur font
équilibre. Nous voulons construire entre les points iX.,'it' une pou-
tre jouissant des propriétés énoncées ci-dessus. Choisissons
la membrure supérieure entre les forces 1, 2, 4, 6, 8 et la
membrure inférieure entre 5, 7, 8 ;joignons de plus entre eux
les points où se concentrent les forces 2, 3, 4, 5,. 6, 7; les
derniers éléments, ainsi déterminés constitueront le trein~s.
Cette poutre résistera à l'action des forces considérées; aucun
de ses éléments ne travaillera à la flexion. Hnous reste à dé-
terminer la valeur des efforts dans chaque élément, ce que nous
pourrons faire et ce que nous ferons de plusieurs manières.

Construction des forces intérieures.
,

METHODE DE M. CULMANN

Construisons le polygone des forces oabcdefg (Pl. XI, fig. 184)
et le polygone funiculaire 1(l~r~'t)v't"7'Ç8(fig. 185) correspondant
aux forces 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Menons à travers la poutre une
section quelconque, qui ne coupe que trois éléments, et décom-
posons la résultante des forces extérieures à cette section sui-
vant les axes des trois éléments considérés. Ces composantes
prises en signe contraire donneront l'intensité des forces inté-
rieures cherchées.

Ainsi la résultante des forces extérieures à la section xx, par
exemple, est égale à la somme géométrique des forces 1,2, 3, 4 et
se trouve donnée en grandeur et en direction dans le polygone
des forces par la droite od= Rx. Quant à sa position, elle est dé-
terminée par le côté ~'t)du polygone funiculaire. Désignons par
X, Z, U les forces intérieures développées dans les trois éléments
coupés par la section considérée xx.- Nous voulons déterminer
les forces développées dans ces éléments. Prolongeons à cet
effet le côté du polygone funiculaire suivant lequel agit Rx jus-
qu'en son point de rencontre m avec la composante X; joignons
ce point m au point d'intersection n des deux autres composantes
Z et U et décomposons Rx suivant la direction X et suivant la
droite mn. Cette décomposition s'opérera facilement dans le
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polygone des forces, en menant par les extrémités 0 et d du rayon
od une parallèle àX et une à mn., Les droites dp et op représen-
tent les valeurs des composantes X et 1. En changeant de suite
le signe de ces composantes, nous obtiendrons directement
les forces intérieures. Décomposons ensuite l suivant les éléments
U et Z, nous aurons en pq et en qo le~ valeurs de ces composantes
U et Z. Les forces intérieures X, U, Z tiennent en équilibre la force

,

extérieure Rx. Quant à la nature de ces efforts, nous l'obtiendrons
en les portant suivant leur direction à droite de la section consi-
dérée et en observant leur mode d'action sur la partie gauche de
la poutre. AinsiJa force X sera un effort de compression, et les
forces U et Z des efforts de tension.

En répétant la n1ême construction, nous pourrons déterminer
très rapidement tous les efforts agissant dans la poutre. Nous
choisirons toujours les sections de telle manière qu'elles ne cou-
pent que trois éléments de la poutre; toutefois les deux sections
voisines des appuis n'en rencontreront qLiedeux.

\ .

Dans l'exemple traité (Pl. XI, fig. 184 et 185), nous avons pris:

1 -= 41,0;2 == 1t,o; 3 = 2\0; 4 == 0t.,8; 5 == P,2; 6 == Ot,6 ; 7 == Ot,6.

et nous avons trouvé, en les construisant, les valeurs des efforts dans la
section xx :

X == - 31,78; Z = 0t,29; U==Ol,73.

,
METHODE DE M. RITTER

Mêthode des moments statiques.

PREMIER EXEMPLE

Nous savons que pour que plusieurs forces agissant dans un
même plan soient en équilihr~" il faut que la somme de leurs mo-
ments pris par rapport à un point quelconque de c0.plan soit égale
à zéro. Nous pourrons alors, pour toute section d'une poutre, éta-
blir l'équation des moments des forces agissant dans cette section,
savoir la résultante des for~es extérieures et les efforts intérieurs
développés dans les trois éléments considérés. La recherche de
ces moments se simplifiera beaucoup si nous avons soin de rap-

9
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porter les moments aux points d'intersection de deux des forces

intérieures inconnues, les moments de ces deux forces pris par

rapport à ce point seront nuls et nous n'aurons plus alors qu'à

poser l'égalité de deux moments; savoir, celui de la force exté-

rieure supposée connue et celui de la troisième force intérieure.

De cette équation nous tirerons la valeur de 1',~:[9rtà déterminer.

Ainsi, dans l'exemple (Pl. XI. fige '187) la section X1 X1 rencontre

les éléments X1 ,U1, Z. Pour déterminer la grandeur de X1, nous

prendrons les moments par ,rapport au point d'intersection n des

deux autres éléments U1 et Z. Soit ]lx! la résultante des forces
extérieures, nous pourrons poser l'équation:

RX1. nt - X1. nr + U1.0 + z. 0 = o. (i)
D'où:

X1= .!x I",,:-~
n1'

.

Pour déterminer U1, nous rapporterons les moments au point
d'intersection p des forces X1, et Z et nous aurons:

RX1 .pq - U1 . pu + x1. 0 + z. 0== o. (2)

D'où:

u - RXI.pq
1 .

pu

Pour avoir la grandeur de Z, nous prendrons comme axe des
moments le point d'intersection m des éléments U1 et X1, et nous
poserons:

Rx~ . mu - Z . ms ==O. (3)

D'où:

z::;: RX1 . mv .
ms

Les longueurs nt ,. nr, pq ,.pu,. m'V,. ms sont les bras de levier
des forces considérées par rapport aux points n, p, m.

Pour déterminer la nature des forces intérieures, il nous suffira
de rernarquer que le llloment de la résultante Rx, est toujours de
signe contraire à.celui de l'autre force entrant dans l'une des
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trois équations (1), (2),-(3). Ainsi dans-Péquation (1)le moment de
Rx~pris par rapport au point n étant positif, celui de x~ sera né-
gatif; mais ce dernier ne peut être négatif que si la force X~a
une direction conforme à celle indiquée par la flèche, l'élément
considéré sera alors comprimé. Les moments de Rx~ par rapport
au point m et au point p sont positifs, les forces Z et U~seront
donc des efforts de tension.

Nous avons gardé (fig. 187) la même forme de poutre, les
mêmes charges et le même polygone funiculaire que dans le cas
précédent. La résultante des forces extérieures n'étant pas connue
en grandeur et en position, nous substituerons alors au moment
de cette résultante la somme des moments de ses composantes.

Dans les exemples traités (PI. XI, fig. 184, 185,186 et 187), nous avons adopté
les mêmes charges et dimensions, et nous aurons:

Rx~ == De == 3t,07; nt == 4ID,5; ms == 4ID,38

pq==3ID,48; nr == 3ID,12 ; rn-v== OID,42; pn == 5ID,75.

Les valeurs de X~,U~,Z,sont données par les équations (1) (2) (3) et nous
aurons:

Rx~ .nt
X~ == nr

3\07 . 4ID,5

3ID,f2 ==-4t,42.

3t,07 . 3ID,48
== 11,85.

5m,75
RX1 .pq

U~== pu

-Rxl.m-v
Z== ms

3t,07 . OID,42

4ID 38 == t,29.
,

Nous nous servirons surtout de cette méthode lorsqu'il s'agira
- de déterminer l'augmentation ou la diminution des forces inté-
rieures qu'entraînerait dans un élément de la poutre une variation
de la surcharge. Ainsi toutes~les charges qui produiront une aug-
mentation de la force extérieure RX1et par suite de son moment,
augmenteront en même temps la valeur des forces cherchées X~,

U~,Z, le facteur Rx~ se trouvant dans les équations (1) (2) (3)au
numérateur. Mais, comme nous pouvons aussi le remarquer, l'in-
tensité des efforts Z1, Uo Z, dépend de plus de la longueur du
bras de levier correspondant, qui entre au dénominateur. Les
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efforts X{, U{, Z, seront d'autant plus grands que l'intensité de la
force extérieure Rx{ sera plus grande; ils seront d'autant plus
petits que leur bras de levier sera plus grand et réciproquement.
Nous pourrons conclure des remarques ci-dessus que la forme de
la poutre aussi bien que la grandeur des forces extérieures influe-
ront sur la valeur et la nature des forces intérieures.

.

Dans l'exemple traité (Pl. XI, fig. 187), les points rn"n, pétant
tous situés au-dessous de la résultante Rx{, son moment pris par
rapport à l'un quelconque' de ces trois points aura touj ours le
même signe. Mais si nous augmentons la hauteur de la poutre en
laissant aux forces considérées la même intensité, une partie
des points m, n, p se trouveront au-dessus de RXbles moments
correspondants seront négatifs et par suite les forces intérieures
changeront de signe.

DEUXIÈME EXEMPLE

Sur la poutre figurée (Pl. XI, fige 189) agissent seulement des
forces verticales et de plus la partie de la membrure supérieure
comprise dans les forces 1 et 3 est parallèle à la membrure infé-
rieure. Nous voulons également appliquer à la recherche des
efforts intérieurs la méthode des moments statiques.

Considérons la section œ œ, et rapportons aux points ri. et ~
les moments des efforts engendrés dans les éléments rencontrés
par cette section, nous aurons : ~v ç~/~ t\\' v;c\l'';~-jl;, \. 'V'l/: J,~~:Xï ~ A ",.1

~~'
fi ~

: ;J
f j

.(
1.

(

A.a-Zt::=O

d'où:

z=
A.a .

t
De même nous pourrons écrire l'équation:

A . 2. a - (() .a - Xt == o.
D'où nous tirerons la valeur de X :

X'
A. 2 a- (1) . a .

t

Mais nous pourrons aussi construire le polygone des forces et le
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polygone funiculaire correspondants, et par suite exprimer en
fonction de l'ordonnée Y et de la distance polaire h l'équation
des moments:

Ycx.h-Z.t=O.

D'où la valeur de Z :

Nous aurons

Ycx.h
z=, t

de même l'expression suivante:

Y~. h - X. t =0

D'où:
y~.h.

X t
, La membrure supérieure sera comprimée et la membrure. infé-

rieure,tendue, comme l'indique le signe du moment de la résultante
Rx. De plus des équations relatées Ci-dessus, nous pourrons con-
clure que, si dans une poutre les membrures supérieure et infé-
rieure sont parallèles, la valeur des efforts développés dans ces
membrures s'obtiendra en divisant le moment correspondant à une
section considérée par la hauteur de la poutre.

Il nous reste à déterminer l'effort U agissant dans le ~~jl!.!§'
Prenons pour cela les moments par rapport au point d'intersec-
tion des forces X et Z. Ces deux forces étant parallèles se cou-
pent à l'infini et par suite le problème est indéterminé. Dans ce cas
nous pourrons, en appliquant la méthode précédente, déterminer
la~résultante des forces extérieures agissant sur la section x x,
Bt la décompo~er suivant la direction U et suivant' la droite joi-
gnant le point d'intersection des forces Rx, U, au point de ren-
contre des deux autres forces X et Z, (cette dernière sera alors
parallèle aux éléments X et Z). Nous devrons donc décomposer
Rx suivant la barre de trèi1:1isU et une parallèle aux membrures
X et Z~ Cette décomposition est tracée (fig. 191) et la valeur
cherchée se trouve donnée par la droite dg.

Pour déterminer l'effort agissant dans l'élément nt}."nous con-
sidérerons la section x1 x1. Cette section ne coupant que deux
éléments de la poutre, nous pourrons toujours rapporter 1e$ WQ-
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ments à un point quelconque extérieur à rxnet situé sur l'autre
élément, par exemple au point ~.

Nous aurons alors:

A. 2 a - x~ . (3C1:= o.

D'où:
A . 2~a

x~= ..
(3ex

Nous pourrons encore exprimer le moment de A au.moyen de
l'ordqnnée rr du polygone funiculaire et de la tension horizon-
tale du polygone des forces.

Nons aurons alors l'équation suivante:
TT. h .

x1= (3(.(

La poutre ayant une forme symétrique nous n'aurons pas
besoin de déterminer les efforts intérieurs correspondant à la
seconde moitié, ceux de la première étant une fois connus.

La poutre (Pl. XI,fig.189) a une ouverture l =- 9m,5, une hauteur t== 3m312o,
:Juant aux barres de tœillis, elles sont inclinées à MiO.Les forces agissant sur
cette poutre sont: 1 == 2 ==3 ==1t,2. Nous avons construit le polygone des
forces avec la tension horizontale h =4m,OOet avons de plus pris a z:: t :=
2m,3125. .

En appliquant les formules développées ci-dessus, nous avons trouvé:

A. 2a - (1)a ft,8 .2. 2m,3125-lt,2. 2m,3125
X== t

. =- ;am 3425,

X== 1,8 .2 -1,2 == -- 2t,4.
La même valeur calculée au moyen de l'ordonnée du polygone funiculaire

et de la tension horizontale du polygone des forces est é~alement:

Yf3.h It,39.4m,O
X- t -

2m,3125 == 21,4.

Nous a.vons trouvé de même p~)Urla force Z calculée des deux manières:

A. a It8. 2m,3125
Z==

t :;2m,3i25 == 1t,8.

Yex. h 1t,04. 4m,OO
Z ==

t == 2m,3125 == P,8.

Quant à la valeur de U, nous la mesurerons directement (fig. 19i), elle est:

U =dg :::; Ot85.
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Nous pourrons calculer l'intensité de U au moyen de la formule suivante:
- ~

U2 == ca2 + cg2 == 0,602 + 0,602.

D'où:

U = VO,36+ 0,36 := 0t,85.

Nous aurions de même:

Rit = U . sin. dgc == U . sin. 45°.)b
D'où: 1

Ot,6 -

U== . 45 =0\85.SIn. °

La valeur de X~est enfin donnée par la formule:

X - A.2a 1\8. 4m,625
==-2t ,54;~ -

a~ 3m,28

ou bien encore Dar la formule:

l'r. h - 2\08.4m,00 - t!.X~== tX~ - ~
3,28 - - 2 ,5'f.

Dans une poutre supportée en ses deux extrémités, le moment
des forces extérieures est toujours positif pour toutes les sections
menées entre les appuis (voir la figure des moments), le moment
des forces intérieures sera donc toujours négatif. De plus comme
nous devons, pour déterminer les efforts dans la membrure su-
périeure, rapporter les moments à un point de la membrure infé-
rieure, il s'en suit que les éléments de la membrure supérieure
seront toujours comprimés. Réciproquement la membrure infé-
rieure sera toujours tendue.

TROISIÈME EXEMPLE.

Soit à détèrminer la valeur des forces intérieùres dans -la ferme
~ -

représentée (Pl. XIIi fig. 1.94).Appliquons encore à ce cas la mé-
thode des moments statiques. ~pposons les charges l, II, IlL..
VII égales entre elles et équidistantes.

Désignons par A et B les réactions des appuis, et par 1, 2, 3....
les forces agissant dans chaque élément. Les différents bras de
levier sont indiqués (fig. 198). Pour déterminer les valeurs des
efforts 1, 2, nous mènerons la section xx. Cette section seule ne
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coupera que deux éléments de la ferme; toute autre section
en rencontrera trois ou même davantage. .

. a) Considérons une section ne rencontrant que deux éléments
soit xx cette section. Ecrivons l'équation des :moments des forces
1.et 2 rapportés au point oc : {

,

~ ~\~')

A(m+ ~-)-L ; =0.
D'où la valeur cherchée:

A(m+ ;)
1= .

y
2

La valeur de la force 2 sera donnée par la formule :

z
m.A-2'T=0

D'où:

2==
m.A.

z
2

Dans cette dernière expression les moments sont rapportés au
point ~.

b) Considérons maintenant une section rencontrant trois élé-
ments.Pour déterminer ]a force 3, nous mènerons la section ii
et nous prendrons les moments par rapport au point y. Nous
aurons:

I.m-3.n==0.
D"où:

Lm.3:=:- n

.
Pour déterminer la force 4, nous I1lènerons la section yy et

prendrons oc commeaxe.
Nous aurons dans ce cas:

( X ) X Y 0
A m +- -1 --4-= .2 . 2 2
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D'où:

A (m+ ~) -1.
~

4== .
Y
2

Nous pourrons de même établir les équations suivantes qUI
nous donneront les valeurs 5, 6, 14, 12 et 13.

Pour la ~orce 5 . I\,-.,q \
Y

,

11 . ,Lt,.v"
'\ v~v\. ~/.,.."."', Ci.> -

1 . m -!5 . z = o.
D'où:

5=
Lm

z .

P l ~ 6
,r',,,.,{;,t f t:~our a lorce : ~'\.>A;\''{LA&q""V'",,,f,'I" \\,

A. 2m. - 1. m. - 6. z==O.
D'où:

A.2m.-I.m
6:::::

-z

P l ~ 14 ~ , il' ;
"

<; -
L

11- -tT rour a lorce : GtI"VI(11/<h~'\r\.'-"\'~,\
~

'Ad" 1"1 ~;vv~"~,~4-:' ,lL '::; 11. l-

A .4 m - 1 . 6 m - f 4 ..;. h = O. i - l (3 1tM., + ~h'!1~'-~11, \;)
'" .-'

D'où:
A4m.-I. 6 m .

14 ==
4

-h5
Pour la force 12 : - tt,,,,,,,

, t
'<.",

t:~~-di<v'l'\ ti.o\\

A(2m+x)-I~ (m+x)+x-(m-x) ~-12.y==O.

D'où:

12 ==
A. (2 m + x) -1

1
(m + x) + x - (m - x) l
y

t \ ~ { 1Pour la torce 13 . ,
", . -1I--::.

",' '

-,
i $r"" 1\.

"
11 f. vv ;, \ r 1',-"<'?,'Oèl!ct""\.~ /;, '\} </IA-t",,,,.(1,,,.;\,;r,~.t;? ,,~' - ~.-1.1

~/~"''''t.\ fi!;.~ d'~ '
h''"' f l ,.

.1(m + 2m + 3m) - 145 -13 .2z==O. 1J

D'où:
,

It.
I(m+2m+3m)-14- ;)

13 == .
2z
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Les sectjons correspondant aux équations ci-dessus sont la

section yy pour les forces 5 et 6 et la section ss pour les forces 14,

12, 13. Quand aux points, auxquels les moments se trouvent rap-
portés, ils sont désignés successivement par les lettres y, ù, p,
~, y.

c) La section considérée rencontre plus de trois él~ments.
La section ee rencontre les éléments 8, 9, 7 et 6 et nous ne

connaissons que la force agissant dans ce dernier. Les trois
autres éléments se coupant en un même point, le problème' sera,
par conséquent indétermine.

Mais si au lieu de la section ee, nous considérons la section
Y1Y4,nous remarquerons que les forces agissant dans les élé-
ments rencontrés par cette dernière section à l'exception de la
force 9 se coupent toutes en un même point p (voir fige 196) ;
nous pourrons donc rapporter les nloments des forces III, IV,
8, 9, 10 , 15, 16, à ce point p, établir l'équation des moments,
et en tirer la valeur de 9. Nous aurons:

- III .m + 9 .z = o. (1)

D'où:
III . m .

9== z

L'équation ci-dessus nous montre que la force 9 est égale, à la
force 5, ce qui nous permettra de calculer les efforts agissant
dans les élements 7 et 8 rencontrés par la section ee.

Rapportons les moments au point 'Ypour la force 7 et au point
~ pour la force 8, nous pourrons poser les deux' équations sui-
vantes:

1(m + 2 m) +9 z. - 7. 2n==O.

A(2m+x)-1
~

(m+x)+x
~ +9 .z-8.y==O.

D'où les valeurs cherchées:

I.3m+9.z
7== ,

2n

8 ==
A (2m + x) - q (m + x) + x ~+ 9 . z

y
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Pour déterminer la force 10, nous considérerons la section rr,
nous prendrons les moments par rapport au point 'Y et nous
aurons:

h
1 (m+2m) +9.z+ 14 5" -10.2z==0.

D'où:
h

l(m+2m)+9z+1~5
10== 2z

Nous déterminerons la force 11 au moyen de la section 1)1)et
du point e (voir fig. '~97).L'équation des moments correspondants
sera:

~ III .m + H .n == O. (2)

D'où ~

III. m .
H= n

La force 11 est donc égale à la force 3.
Quant à la nature de ces forces, elle est donnée directement

par les équations considérées. Ainsi dans l'équation (2),le moment
connu de la force extérieure III étant négatif, celui de la force ex-
térieure cherchée 11 doit être nécessairement positif. Nous repor-
tant alors à la :fig. 197, nous verrons que la force agissant dans
l'élément 11 sera un effort de compression.

Nous trouverons de même que le moment de la force 9 donné
par l'équation (1) est positif; la barre 9 (voir fig. 196) sera donc
tendue.

Quant aux flèches indiguant la nature des efforts intérieurs,
elles devront toujours être portées en dehors de la section
considérée et du côté opposé aux forces extérieures, par exem-
ple à droite des sections xx, '1'1',ss et ee et en dessous des sec-
tions 1)1)et YU., f

Si donc nous déterminons la nature des efforts dans les diffé-
rents éléments de la ferme (fig. 194), nous verrons que ceux dela
membrure supérieure 1,4, 8, 12, 15, 18, 22, 26 seront comprimés
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ainsi que les barres de treillis 3, 7, 11, 17, 21, 25; par contre,.tous

les autres éléments seront tendus.

Nous avons représenté sur l'épure les barres comprimées par

un double traitet les barres tendues par un traitsimple.

, ,
METHODE DE M. CREMONA

Lorsqu'une poutre ne sera soumise qu'à l'action de fQrces

constantes (ce qui :lrrivel~ plus souvent), nous emploierons de

préférence la méthode suivante qui est de beaucoup plus simple

et nous permettra de déterminer plus rapidement les valeurs

cherchées.

Considérons la ferme représentée (Pl. XII, fig. 192) elle est
de forme symétrique et se trouve soumise à l'action des charges
l, II, III. Les réactions correspondantes des appuis ont pour

vale ur A == B ==
1+ II + III

2 .
Désignons par 1.,2,3 1.1 les éléments qui composent cette

ferme et donnons aux forces intérieures la même dénomination.
La méthode que nous emploierons sera la suivante: nous

considérerons l'un après l'autre, en commençant par exemple
par l'appui gauche, tous les nœuds de la poutre, nous détermi-
nerons la résultante des forces connues agissant en chaque nœud
et nous décomposerons ensuite cette résultante suivant les forces
inconnues qui se coupent en ce même point. Les composantes
prises en signe contraire nous donneront la valeur des forces
intérieures cherchées; la direction de ces dernières déterminera
la nature des efforts développés dans les éléments de la poutre.

A l'appui gauche agit seulement la force extérieure A qui n'est
autre que la réaction même de cet appui. A sera donc à décom-
poser suivant les directions 1 et 2. Pour cela, portons sur une
verticale quelconque (Pl. XII, fig. 193) en ab la grandeur de la
réaction A ; menons par a une parallèle à 1.et par b une parallèle
à 2. Ces deux parallèles se coupent en un point c et les deux
droites ac et bc représentent la valeur des forces 1'et 2. La
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nature de ces efforts se déterminera dans le polygone des forces,
en observant le sens des flèches. Ainsi l'élément 1 sera comprimé
et la barre 2 sera tendue.

Considérons maintenant le nœud suivant. Au point l agissent
quatre forces l, 1, 3, 4, dont les deux premières seules sont con-

1

nues (nous avons de préférence choisi en second lieu le point l
et non le nœud inférieur, car en ce dernier agissent les

~ -

quatres forces~, 3, 5, 6, dont l'une d'elles, la force 2, est seule
déterminée). Si donc nous composons les forces I=adet 1-ac
et si nous décomposons leur résultante cd suivant les directions
3 et4, les composantes ainsi déterminées de et ce seront les
valeurs cherchées. Portant alors en sens inverse les directions
trouvées pour 3 et 4 à droite de la section X1X1, nous verrons que
les barres 3 et'-4 seront comprimées.

Passons au nœud inférieur. Des forces 2, 3, 5, 6, agissant en
.

ce point, deux sont connues; savoir:

2 == bc et 3 == ce.

Nous pourrons déterminer leur résultante be qui, décomposée
à son tour suivant les barres 5 et 6, nous donnera les efforts cher-
chés et et {b. Les bares {)et 6 seront tendues; ce qui se voit du
reste à la simple inspection du polygone des forces.

La poutre étant de forme symétrique, il en sera de même des
efforts; toutefois nous déterminerons encore ceux correspon-
dant à la seconde moitié de la ferme, cette nouvelle construction
servant à contrôler la première. Considérons le nœud suivant II.
LèS forces agissant en ce point sont 5 = et, 4 = de et II = di ;
leur résultante fi décomposée suivant tg = 8 et ig = 7 donne les
valeurs cherchées.

"

Nous déterminerons de la même manière la résultante gk des
forces connues 7= ig et III=ik agisS'ant au point III. Les com-
posantes hk et hg détermineront l'intensité des forces 10 et 9. En
répétant encore la même construction, nous trouverons en bh = 11
la résultante des forces "6=b{; 8={g; 9=gh, qui, composée
avec la force 10=hk, devra donner comme résultante une force
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B==bk, de signe contraire à la réaction B de l'appui droit de la
ferme.

Dans la composition et la décomposition des forces, il nous
faudra toujours observer le signe de chacune d'elles et de plus
avoir soin d'opérer la décomposition de telle manière que les
composantes qui nous serviront à déterminer les efforts suivants
tombent à la suite l'une de l'autre. .

Un exemple fera mieux comprendre la remarque ci-dessus.
Dans la décomposition de. A, suivant les éléments 1 et 2, nous

aurions pu également mener par b une parallèle à 1 et par a une
parallèle à 2; nous aurions trouvé pour ces composantes les
mêmes valeurs que précédemment; mais alors la construction de
la résultante de 1 et de l ne s'opérerait pas avec autant de faci-
lité. C'est pour parer à cet inconvénient que nous avons suivi la
marche indiquée sur l'épure (Pl. XII, fig. 193). Dans chaque cas
particulier, la marche à suivre dans la décomposition se trouve
entièrement définie par la forme même de la poutre.

L~ nature des forces intérieures une fois déterminée pour cha-
queéléinent, nous avons représenté les barres, travaillant à la
tension par un trait simple, et celles à la compression par un
trait double. Cette distinction se trouve faite aussi bien sur la
poutre (fig. 192) que sur le polygone des forces correspondant
(fig. 1.93).Une telle représentation donne une idée très claire de
la nature des efforts intérieurs.

Comme nous pouvons le voir dans le polygone des forces
(fig. 193), l'intensité des forces intérieures dépend de la gran-
deur des réactions. Celles-là seront d'autant plus grandes que
la réaction A sera plus grande et inversement. Or, chaque force
agissant sur, la poutre a pour effet d'augmenter la valeur de la
réaction; les forces intérieures atteindront donc leur maximum
d'intensité dans chaque élément lorsque la poutre sera totalement
chargée.
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Observations générales relatives aux poutres à trois
ou plusieurs éléments (poutres composées).

Nous pourronsconclure des considérations qui précèdent que,
non seulement la répartition des charges, mais encore la forme
même de la poutre influe sur la valeur de l'effort intérieur
développé dans c~aque élément de la construction. En général,
la forme d'un ouvrage - dépend de sa destination; ainsi une ferme
embrasse ordinairement la forme de la toiture qu'elle doit sup-
porter, etc... Il nous faudra donc, dans chaque cas particulier,
tout en nous conformant aux conditions exig~es par la nature de
la construction, rechercher la forme la plus économique, c'est-à-
dire répartir la matière dans chaque élémen1 de la manièrè la
plus favorable.

Nous avons représenté flg.192, 194, 199,201,203,205,207,209,
211, 220, 242 et 258, plusieurs fDrmes de fermes et nous avons
déterminé les efforts intérieurs développés dans chacun des élé-
ments qui les composent. Dans le courant de cet ouvrage, nous
aurons encore l'occasion de revenir sur le tracé de ces épJieUl;s.

Les poutres indiquées fig. 213, 21.7,218, 227, 231, 233, et 239
ont leurs membrures parallèles et sont généralement connues sous
le nom de poutres à treillis.

Les figures 262, 264 et 266 donnent le cas de poutres com-
posées reposant en un seul point d'appui, tandis que les figures
251 et 254 représentent des poutres reposant sur un ou deux
points d'appui avec une partie en porte à faux.

Les poutres fig. 244 et 248 ont été construites dans l'hypothèse
d'un effort constant, soit dans la~membrure inférieure, soit dans
la membrure supérieure; ces ~outres composées sont désignées
sous le nom de poutres paraboliques.

Quant aux poutres de deux ou trois éléments\ nous les dési-
gnerons sous le nom de poutres composées ou de poutres à p.3P-
neaux, pour les distinguer des poutres simples (homogfmes) ou
à élément unique. Les poutres courbes (arcs ou chaînettes) peu-
vent 'être aussi construites comme poutres à panneaux.
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Nous pourrons, en appliquant l'une quelconque des construc-

tions données ci-dessus, déterminer les efforts intérieurs déve-
loppés dans chacune de ces poutres sous l'action de forces quel-
conques. Mais, comme cette recherche se simplifie beaucoup pour
certaines formes, nous croyons nécessaire de les traiter ici avec
plus de détails.

Poutres en treillis et à membrures parallèles

Dans la poutre représentée Pl. XIV, fige 213, les deux mem-
brures .sont parallèles et reliées entre elles par un treillis dont
les barres sont disposées symétriquement et forment toutes
le même angle avec l'horizontale. Les poutres (Pl. XIV,
fige 217 et 218) ont aussi leurs membrures parallèles; quant aux
barres de treillis, elles sont alternativement verticales et inclinées
sur l'horizontale. On désigne généralement ces dernières sous le
nom de poutres en treillis avec montants et contrefiches.

Dans l'exemple traité (fig. 213), les barres de treillis forment
avec l'horizontale un angle de 45°. Les charges l, II, III, IV, V,
qui agissent sur cette poutre. dont la hauteur a été prise égale au
dixième de la portée, sont toutes égales entre elles et viennent
se concentrer aux nœuds supérieurs.

Pour déterminer les forces intérieures dans chaque élément de
cette construction, nous aurons à former le polygone des forces
l, II, III, IV, V, (fig. 214), le polygone funiculaire correspondant
(fig. 215) et la figure des efforts tranchants (fig. 216). Comme
distance polaire du polygone des forces, nous prendrons une lon-
gueur double de la hauteur de la poutre, savoir h = 2m, en
désignant par m la hauteur de la poutre. Menons une section
quelconque xx et déterminons la valeur des efforts développés
dans les éléments rencontrés par cette section.

Pour déternlÎner la force 4, nous devrons écrire l'équation
des moments en les rapportant au point de rencontre ~ des
deux autres forces 5 et 6.
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Le moment de la force extérieure à la section xx est, conlme
nous le savons:

l\i= y ,,-.h.

L'équation des nloillellts correspondants sera la suivante:

Y,,-.h-4.m==O.

D'où la valeur de la force cherchée:
y

"-
. h

4= m

Nous obtiendrons donc l'effort dans la membrure en divisant le
1110nlentde la force extérieure pris par rapport au point CG par la
hauteur de la poutre.

La distance polaire h est-elle égale à la haute.ur de la poutre m,
l'ordonnée Y,,- du polygone funiculaire représentera directement

la force 4. Dans cet exemple', nous avons fait:

h == 2m.

La force 4 sera par suite égale au double de l'ordonnée Y,,-:

4=2. Y(l.'

Pour trouver la force 6, nous rapporterons les Illoments au
point d'intersection ~ des deux forces 4 et 5, et nous &urons :

6=2. y~.
.

Il en sera de même pour toutes les autres sections de la pou-
tre. Les ordonnées correspondantes de la surface des mOlnents
prises en double donneront la valeur des efforts correspondants
dans la membrure. Dans la fig.215, les indices des différentes
ordonnées concordent avec ceux des efforts développés dans les
membrures.

Pour déterrniner les forces agissant dans la barre de treillis,
nous aurons, comme nous l'avons déjà vu (Pl .XI, fige 19i), à dé-
composer la force extérjeure à la section considérée suivant
une horizontale et une parallèle à la barre de treillis. Chaque or-
donnée de la ligne des efforts tranchants représentant en gran-
deur et en direction la force extérieure à la section considérée, il
s'ensu,it que nous pourrons de suite opérer cette décomposition
(fig. 2i6).
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Comme la force extérieure n'est pas seulement représentée par
l'ordonnée correspondant à la section xx, mais encore par unê
ordonnée quelconque du panneau considéré qp, nous pourrons
donc opérer notre décomposition sur l'une d'entre elles. Nous
choisirons à cet effet l'ordonnée 111édiane16. La droite y-rsera la
force cherchée 5, elle aura la même direction que l'effort tran-
chant (ici, de bas en haut). En appliquant la construction ci-
dessus, nous obtiendrons, en donnant à cet effort une direction
inverse, la nature de la force intérieure dans la barre considérée.
La barre 5 sera comprimée.

.

Nous trouverons de Inême pour la section x1x,!, en êp la force 7;
et la barre 7 sera soumise à un effort de tension.

Nous trouverons pour la section x2 x2 que la barre de treillis
s'élevant de gauche à droite est tendue.

Nous relnarquerons (fig. 213), que la barré 5 s'élève de gau-
che à droite, tandis que la barre 7 s'élève de droite à gauche.

La nature des. forces intérieures dans le treillis ne dépend
donc pas seulement de la direction de la force extérieure, mais
encore du sens de l'inclinaison des barres.

Dans la partie gauche de la poutre, l'effort tranchant agit du bas
vers le haut; les barres de treillis s'élevant de gauche à droite
seront par conséquent comprimées, et les autres tendues. Mais,
comme nous l'avons vu, l'effort tranchant dans une poutre, en
passant par zero, change êJussi de signe. La nature des efforts
dans les barres situées à droite du point du passage changera
donc aussi, et les barres s'élevant de gauche à droite se trouve-
ront alors tendues, celles s'élevant de droite à gauche compri-
mées.

Ainsi qu'on peut le voir, nous saurons déterminer, au moyen
dela figure des efforts tranchants, l'intensité et la nature des
efforts intérieurs développés dans les barres de treillis.

Nous avûY1.sainsi trouvé les valeurs des forces 1,5,9,11,15,19,
3,7, 13,17 des lignes représentant ces forces par les mêmes numé-
ros. Les barres con1primées 1,5,9, 11,15, 19, sont représentées
par Un doUblè tràit, les bàrrés tendues 3, 7, 13, 17, par un simple.

/
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Qnant aux efforts développés dans les membrures, 110tissavons
que, clans Linepoutre Sl1pportée en ses deux points extrêmes, la
membrure supérieure est comprimée et la membrlire inférieUre
tendue. C'est pourquoi nous avons également représenté par un
double trait la membrure supérieure, tandis que la membrure
inférieure se trouve indiquée par un sinlple trait.

Les poutres représentées (Pl. XIV, fig. 217 et 218) ont la même
portée, la même hauteur que celle indiquée (fig. 213) et se trou-
vent de 1)1118soumises à l'action des mêmes ehal';Q'es.l\1aiscbmme

~ ~

chacune de ces poutres est divisée en un nombre doüble de pan-
neaux, il s'en suit que les nœuds seront chargés de deux en deux.
Pour détern1Îner les efforts intérieurs dans chaque élément, nbÜs
négligerons encore ici, COlnme nous l'avons t'ait dans le cas pré..
cèdent, la chal'ge propre qui, comme nous le savons, est sans
influence sÜr la manière cl8 procéder.

tes charges étant les mêlnes, n~ouspourrons, pourdéterminér
les efforts intérieurs, nous servir de la figure des moments et de
la figure des efforts tranchants déjà construites (fig. 215 et 216),
puisque ces figures sont, pour une même ré}!artition des forcos
et pour des poutres de même portée indépendantes de la forme
de la construction.

Occupons-nous tout d'abord de la poutre (fig. 217). lVlenons
line section xx. Nons devrons, pour déterminer la force 10, rap-
porter les moments au point x et pour la force 8 au point ~ etnons
aurons:

Va, h -10. m == O.

Mais:
h=2m

d'où:
10. .2 Va,

Nous trouverons de même:
8 == 2 y~.

.

Les efforts dans les membrures ainsi détermiQés se trouvènt
seulement indiqués' sur la partie gauche de là C'O.l}~itâdés fuÙ- ~A'~,\.t{\e~~
ments et en haut; les indices se correspondent. La pou.tre étant! H

symétrique, il en sera de même pour les efforts à droite et à
gauche de l'axe de symétrie.



148
,

POUTRES COMPOSEES

. Si maintenant, nous menons (fig, 218) une. section xx à la
même distance des appuis, nous devrons pour la force 10 rap-
porter les moments au point ~, et pour la force 8 au point a., et
nous aurons:

1O==2Y~

8== 2 y(/..

Pour distinguer les force~ agissant dans les men1brures de
celles trouvées précédemment, nous les avons nun1érotées sur
la droite de la courbe des moments également avec des indices
correspondants.

Quant aux efforts développés dans les barres de treillis, ils se
déterminent comme nous l'avons vu ci-dessus. Ainsi la ligne yo
(fig. ~17) donnera la grandeur de la force extérieure à la section
xx, et ~7t' représentera l'effort dans la barre 9, qui sera tendue,
comme on le voit, à la simple inspection de la ligne des efforts
tranchants.

Si par contre nous cherchons la force développée dans la
barre 9 (figure 218), nous verrons que y~ représentera égale-
ment l'effort tranchant et Y'rl'effort 9. La barre 9 ser~ comprimée.

Il résulte de ce qui précède que la nature des efforts dans les
barres du treillis varie avec leur mode d'inclinaison sur l'hori-
zontale.

Si donc nous déterminons les efforts agissants dans le treillis
de ces cleuxpoutres, nous verrons que dans l'une (fig. 217) toutes
les contrefiches, sans exception, seront tendues, et qu'elles seront
comprimées dans l'autre (fig. 218), puisque leur inclinaison
change en même temps que l'effort tranchant de positif devient
négatif.

Il nous reste à déterminer les forces intérieures développées
dans les montants. Cherchonspar exemple la force 7 (fig. 2.17),et
pour cela menons la section x~ x~. La force extérieure correspon-
dante y6 représentera la force cherchée, puisque cette force ex-
térieure décomposée suivant une verticale et une horizontale
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donne comme composante horizontale une force d'intensité zéro.
Nous aurons yû= 7, et nous trouverons, en appliquantlaméthode
connue, que le montant 7 sera comprimé. Il en sera de même pour
tous les autres montants.

Si maintenant nous nous reportons à la figure 218, nous pour-
rons déterminer d'une manière analogue les efforts dans les mon-
tants. Dans ce cas, il seront tous tendus.

En comparant .les résultats trouvés dans chaque cas pour la
section x~X~, nous observerons que les forces extérieures, et par
suite les forces intérieures, sont égales, mais de signes con-
traires. Il n'en sera pas cie même pour tout autre section rencon-
trant un montant qui coïncide avec l'une des charges agissant sur
la poutre.

Consic1éroJ;lsen effet la section X3X3.La force extérieure cor.
respondante et par suite la force 3 (fig. 217) sera égale à la réac-
tion de l'appui A, tandis que POU!la poutre (fig. 218) cette même
force sera )'6 = A - 1. Cela tient à ce que dans cette dernière la
force l se trouve à gauche de la section considérée.

Nous conclurons donc, des remarques qui précèdent, que les
efforts dans le treillis varieront avec le mocle de concentration
des charges, c'est-b.-dire suivant que celles-ci agiront, soit sur la
membrure inférieure, soit sur la membrure supérieure, soit sur
toutes les deux en même temps.

Les résultats de la construction se trouvent également indiqués
(fig. 2'16). Les-indices à gauche correspondent à la poutre (fig.
217); ceux à droite à la poutre (fig. 218). Les numéros des
montants sont en caractères verticaux, ceux des contrefiches
en caractères inclinés.

La principale différence ~ntre ces deux genres de construction
consiste donc clans la nature des efforts développés da,ns les
barres .de treillis. Dans la poutre (fig. 217), les montants se trou-
vent comprimés ét les contrefiches tendues, tandis que clans la
poutre (fig. 218) les montants sont au contraire tendus et les con-
trefiches comprimées.)

Ces deux poutres peuvent être considérées comme une modifi..
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cation de la poutre représentée (fig. 213). En effet, si, dans cette
dernière, nous faisons varier l'inclinaison des barres comprimée,s
jusqu'à ce qu'elles deviennent verticales, nous obtiendrons la
forme indiquée (fig. 21&).1

La méthode ci-dessus, ;ppliquée à la déterrpination çles effor~s
dans les barres de treillis, conduit rapidement au but et ,donne en
même ternps une idée très claire de la nature des forces agissant
dans chaque élén1ent de la construction.

Les barres ab et ac ne sont pas, à proprement parler, incUspen-
sables à la construction et sont plutôt à considérer comme pièces
cornplétantl'ensenJble~ Ainsi, dans les poutres (fig. 2'13 et 218),
elles 1].eservent qu'à transmettre directement ~d'appui les eharges
appliq~lées au point b. Dans la poutre (fig. 217), la barre ab dqit
de plus 'trarlsmettre la réaction A t:tl'appui.

Comme moyen de vérification, nqlls avons tracé (fIg. 219, pl.
XXV)les efforts è!-~veloppésdans la poutre (fig. 217) en employant
la ruéthode de Cremona.

La poutre considérée se trouve-t-elle soumise à l'actiop çle sqr~
charges nl0piles, les barres de treillis dBS panneaux Çlu milieu
serQPt, çomme le montre clairenlent là surface des eff()rts traIl-
chqpts maxima (Pl. VIII, fig.112), alternativement tendues et com-
primées suivant le sens de l'effort tranchant., Aussi faudra-t-il
donner à ces barres une section capable de résister aussi bien à
la compression qu'à la t~nsion.

Si, d~IlSla poutre représentée (fig. 217, Pl. XIV), les diagonales
dq treillis ne doivent travailler qu'à la tractiop, il faudra alors,'
dan~ toute la partie où les efforts tranchants pourront changer de
signe, ajouter des barres de treillis inclinées en sens inverse,
comm~ l'indique le tracé en"pointillés.

Ainsi, supposops qu'à une position donnée de la surcharge rou-
l~nte, corresponde dans l'espace r v un effort tranchant dirigé
(le haut en bas, la barre r e se trouvera par suite comprimée. Mais
comme cette barre ne peut travailJer qu'à la traction, sa résistance
sera nulle, et la barre symétrique i v remplacera cette dernière,
et l'êquilibr~ ~E3trouYer~ établi.
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Cette diagonale i 1)est connue sous le nom de contrefiche.
Souvent on construit des poutres comme celles représentées
(fig. 2'17 et 218), en laissant les. contrefiches régner sur toute
leur portée.

Poutre parabolique.

Poutre parabolique aont la membrure supér'ieure se trouve
soumise à un effort constant.

.

La poutre- parabolique (Pl. XVI, fig. 244) a été construite de
teHe manière, que les éléments constituant la membrure supé-
rieure se trouvent tous soumis à des efforts d'~.galein1~1~.§.ito.

Pour déterminer la f()rme à donner à la membrure supérieure,
nous emploieronf; le procédé suivant:

Les charges agissant sur cette pOl1tre sont équidistantes et
égales entre elles, savoir-r II-III-dV---V---VI VII=VrII.

Construisons (fig. 245 et 246) le polygoI1e des forces et le poly-
gone fupiculaire GQrres:gondant. prenons la hauteur de -la cons-

truction égale, au sixième de la portée, c'est-.à-dire mz=~l; et pre-

nons de plus la tension horizontale du polygone des forces égale
au double de la hauteur de la poutre, h=2rn.

Pour trouver la valeur de l'effort développé dans la barre 4,
menons la section xx et établissons l'équation des moments par
rapport au point oc. Nous aurons:

y
2' h -- 4 .rn2 == O.

D'où la val~ur cherchée:

Y9.h
4 == -

W'2

Menons la section, X1X1 et rapportons les moments au point~.
Nous pourrons poser:

Y4' h14== .rn
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D'où il suit, h étant égal à 21n :

t4==2Y4'

D'après notre hypothèse, les efforts développés dans la mem-
brure supérieure doivent être d'égale intensité. De là, la relation
suivante:

Y2.h - Y4.h
m2 1n

ou bien encore:
Y2 Y4-=-

.m2 m

Les efforts développés dans les éléments 4 et 14 de la mem-
brure supérieure ne seront égaux que si leurs distances aux axes
rL et ~sont entre elles dans le même rapport que les ordonnées
correspondantes du polygone funiculaire.

Cette relation une fois trouvée, il nous sera facile de déterminer
les distances des éléments 1, 4, 6, 10, 14 aux axes 0:, ~, etc. Pour
cela, portons (Pl. XVI, fige 247) en ox l'ordonnée Y4 et en xz la
distance de l'élément 14 à l'axe ~, c'est-à-dire la hauteur de la
poutre m choisie d'une manière arbitraire. Portons successive-
ment sur la ligne ox les ordonnées du polygone funiculaire

Y1' Y2, Y3? correspondant aux charges considérées.

Si, par les points ainsi déterminés, nous menons des parallèles
à m==xz, nous obtie~drons les distances cherchées mn rn2?m3,
et nous pourrons construire la membrure supérieure. A cet effet,
décrivons par chacun des axes pris comme centre un arc de cercle

. de rayon m~, m2, m3, rn. Menons ensuite par l'appui de la barre 1
tangente au cercle d.erayon m~ et prolongeons-la jusqu'à sa ren-
contre avec la force 1. Par le point d'intersection ainsi obtenu,
menons unetengente au cercle décrit du point 0: comme centre
avec n~2comme rayon; cette tengente nous donnera la position de

.
l'élément 4. Par le point de rencontre de 4 et II, menons entre les
forces 11et III une tengente à l'arc de cercle décrit avec rn3comme
rayon, cette tengente ne sera autre que l'élément 6. Nous déter-
minerons enfin comme ci-dessus l'élément 10 en menant une ten-
gente ~u cercle de rayon m.

.
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L~élément 14 doit aussi être tangent à ce dernier arc de cercle
m. Pour cela, il faut que les éléments 10 et 14 se coupent sur la
verticale IV. Cette condition ne se trouvant pas réalisée dans ce
cas,il s'en suit que la barre 13 serait inclinée sur la verticale. Mais, .

pour maintenir cette dernière barre dans sa position verticale,
nous suréleverons un peu l'élément 14. La poutre se trouvera
par suite avoir dans son milieu une hauteur un peu plus grande
que celle admise tout d'abord. Cette augmentation de hauteur. sera
sans influence dans la plupart des constructions à établir; mais si
la hauteur de la poutre était parfaitement déterminée, il faudrait
par contre diminuer un peu les rayons rr~j'1n2,m3.

La construction ci-dessus s'appliq~le à la seconde moitié de la
poutre, les charges qu'elle supporte' étant placées symétrique-
ment par rapport à l'axe. -

L'effort développé dans la membrure supérieure est d'intensité
constante et a pour valeur:

1==4=::6==10==14
'-' Yj.h - Y2.h = Y3.h

=
Y/t.h.

mj m2 m3 m

Il n'en est pas de même pour la membrure inférieure. Pour
trouver l'effort agissant dans l'élément2, nous considérerons la sec-
tion xx et établirons l'équation des moments en les rapportant au
point ù. Nous aurons:

Yj.h-2.t1==O

d'où la valeur cherchée:

Y1.h
2== ~t.

»
Quant à la force 16, nous l'obtiendrons en prenant les moments

par rapport au point y et nous pourrons poser:

Y4. h - -J6~~ == o.
]\liais:

(1 == m.

D'oÙ la valeur cherchée:

Y1' h16== - =14.
m
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Il est à remarquer que dans la partie de la poutre où 10s deux
Illelllbrures sont parallèles, la valeur de l'effort développé dans
chacune d'elles s'obtient Bncore en divisant le moment fléchissant
correspondant par la hauteur de la poutre.

Pour dét~rJ:niner !a force 3, nous mènerons la section qJx, nous
rapporterons les. moments au point d'intersection p d~s forces 4
~t 2, et nous aurons:

.,-,. Yp. h+ 3. g-,:- o~

P'QÙ :
. Yp h

3==~.g

Nous ~::turons encore trouver les valeurs des forces 2, 3, 4
d'ulle Çtutre manière, c. à d~ en décomposant la force extérieure
Rx correspoQdant à la section xx suiyant les trois directions
g, 3, 4. Pour cela, déterminQtls tout d'abord la direction ye de la
force extérieure Rx, et sa valeur ce. Joignons ensuite le point
d'intersection p des éléments 4 et 2 au point de rencontre e de la
force extérieure Ra; et de l'élément 3 pro1ongé. Décomposons
ec = Rx suivant les directions ep et 3. Soient r = eE et 3 = EC

ces composantes. Décomposant alors la force r suivant les direc-
tions 4 et 2, nous aurons en

ec == 3, ev == 4 et ev == 2 )

les efforts cherchés.
Si dans le polygone des forces nous traçons les flèches indica-

trices (comme nous l'avons déjà fait plusieurs fois dans le cou-
rant de cet ouvrage), nous verrons ~ leur simple inspection que
l'élément 3 est tendu. .

Pour déterminer l'effort agissant dans la barre verticale 5,
menons la section X3X3et établissons l'équation des moments en
les rapportant à l'axe passant par le J?oint p c. à d. par le point
d'intersection des éléments 4 et 8. Nous aurons:

- y p . h + 5 pr/.
== 0

d'où:
Yp. h

5 - . .'
p~
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Le moment de la force 5 par rapport au point p étant PQ$itif~
la barre 5 sera comprimée~

Nous saprons encore trouver la valeur de J@.fQfCe-P ~p. ~m-
ployant un autre procédé. En effet nous pourrons décoIr:lpof?~rJ~
force extérieure à la section X3X3en deux compo~antes yertiGÇ)J§~
dont l'une correspondra à la direction de la barre 5 et l'autr6c à J~
verticale passant par le pojnt d'intersection pdes. deu4: é~ém~nts
4 et 8. (Nous avons déjà donné (Pl. IV, fig. 57, 58) un exemple de
décomposition analogue). Joignant les points "t'et 'ïC',nous aurons
en "t'yr.la surface des moments et en oee le polygone des forces
correspondant. Si par le point 0 nous menons le rayon of pa,...
l'allèle à la droite "t'7C',nous trouverons en et et en te la grandeur
des composantes de Rx. La droite el représentera la valeur de
la force 5.

En procédant de la même manière, nous saurons déterminer
les efforts agissant dans chacun des éléments de la poutre con-
sidérée et nous verrons queJdans cette poutre les barres verti-
cales du treillis sont toutes comprimées et les diagonales tendues.
Quant à la membrure supérieure, elle se trouve naturellement
compriInée, tandis que la lnembrure inférieure est tendue.

On construit ordinairement ce genre de poutres avec des con-
trefiches dans les panneaux du milieu; souvent même on les
laisse régner sur toute la longueur, comme l'indique le tracé en
pointillés de la partie droite.

Poutre parabolique dord la rytemb~'ur'ez'nfdrieure se trouve
sournise à un effort constant.

La forme de la poutre par3boliqlle représentée (Pl~XVI, pg. g48)
il été déterminée de telle manière que tous les é!ém~pt.ê corn,....
posant la membrure inférieure êe trQUVellt soumis 4t 1Jl1 @tfqrt
constant.

. Prenons clans ce cas le même mode de,répartition des Gharg~s,
la même portée et la 111ême h::ulteur de constructiQn ql1e daD,/S
l' exemple pr~cédent.Le polygone des. fgfCes ~t l~ polyggne funi-
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culaire déterminés ci-dessus pourront alors nous servir. Commè
nous venons de le démontrer, les bras de levier entrant dans les
équations des moments doivent pour chaque section corres-
pondre à la hauteur correspondante de la poutre; il nous restera
donc à déterminer la position des nœuds de la membrure supé-
rieure. .

Prenons encore ici la hauteur de construction égale au sixième
<..-.

de la portée m =
~

l. Pour trouver la force 6, menons la sec-

tion xx et établissons l'équation des moments par rapport au
point ('/.. Nous aurons:

y
2' h - 6 . ca)' == O.

D'où:
Y2.h

6---.- (I.~

Pour la section X1X1' l'axe à considérer sera celui passant par
le point ~ et nous pourrons écrire:

Y.j. h-18. m==O.
D'où:

Y..j. h
18== -.

m

Les efforts dans la membrure inférieure devant rester cons-
tants, nous aurons:

6== 18.
ou bien encore:

Y2 - Y"
(I.~ - m'

c'est-à-dire que les distances des nœuds de la membrure supé-
rieure à la membrure inférieure doivent être dans le même rap-
port que les ordonnées correspondantes du polygone funiculaire.

. Ces distances ne sont autres que les grandeurs m1, m2, ill3, ID dé-

terminées précédemment (fig. 247). Si donc nous portons ces va-
leurs à partir de la membrure inférieure sur chacune des verti-
cales coïncidant avec les charges l, II, etc.., la forme de la mem-
brure supérieure sera parfaitement déterminée.

La charge se trouve-t-elle être dans ce cas uniformément ré-
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partie sur toute la projection horizontale de la poutre, les nœuds
supérieurs seront alors situés sur une parabole. De là le nom de
poutre parabolique.

Si nous détern1inons la force extérieure Rx correspondant à la
section xx et si nous la décomposons suivant les directions des
éléments 4, 5, Gnous remarquerons que les éléments 4 et G se
coupent sur la direction de ~x. Les forces 4, Get Rx seront donc
en équilibre.

La même remarque s'applique à la section X3X3.
De ce qui précède, nous pourrons conclure que les barres de

treillis, quelles qu'elles soient., verticales ou diagonales, ne sup-
porteront aucun effort, aussi longtemps que la forme de la poutre
et le mode de répartition des charges resteront invariables.
Dans ce cas, la forme de la membrure supérieure correspond à
l'un des nOlnbreux polygones funiculaires que l'on peut construire
avec les forces l, II, III, IV, V, VI, VII, VIII.

Le pôle du polygone des forces (correspondant se déterminera
d'une manière excesssivement simple, c'est-à-dire en menant par
le point e (fig: 245) une parallèle à l'élément 4 compris entre les
forces 1 et II. Le point d'interse,ction de cette parallèle' avec la
tension horizontale sera le pôle demandé. Ce point tombant à
gauche de la ligne ab, nous pourrons aussi mener une parallèle
à l'élément 4 paf le point symétrique r' et trouver le pôle 0'.

Pour trouver eh dehors du point p un second point de la direc-
tion 4, nous construirons l'ordonnée sb du moment correspondant
à Rx pris par rapport au milieu de la poutre (fig. 246). Portant en
ob (fig. 247) cette grandeur sb et menant la lignebb' parallèle àxz,
nous obtiendrons alors la longueur proportionnelle relative à la
poutre (fig.248), longueur que nous porterons sur la verticale milieu
à partir de la membrure inférieure. Nous aurons ainsi en b' un
second point de la direction 4 et par suiteJa position de l'élément
très court 4 sera parfaitement déterminée. (Cette construction
découle de la construction même de la parabole:)~

La tension horizontale co' du polygone des forces représente
l'effort constant développé dans la membrure inférieure, et les
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rayons pointillés menés par le pôle 0' les efforts agissant dans
chacun des éléments de la membrure sÜpérieure.

Si la répartition de la charge n'était pas symétrique par rapport
à l'axé de la poutre, lés barres de treillis seraient alors tendues
ou comprimées sLlivantleur position.

Admettons, par exemple, que les forces l' = II' = nI' = 1Vi

agissent snI' la moitié gauche de la poutre et supposons de plus
l' < V. Dans ce cas, le nouveau polygone des forces s81~'aQsb;
quant au polygone fÜnicülail'e, il différera du précédent seulement
sur la :Qârtie gauche et alrta û)~ comme ligne finale (suivre sur
l'épure le tr3.cé en pointillés).

Considérons par exemple 1âsection X2X2qui rencontre les élé-
ments 8, 9, 10 et déterminons les forc~s intérieures développées
dans ces barres sous l'action de la nouvelle surcharge.

Pour cela, holls construirons la force extérieure R'X2 corres-
pondant à cette section, et nous la décomposerons suivant des
parallèles àux directions 8, 9, 10. R'x2 passe par le point À, c'est-
à-dire par le point de rencontre des deux côtés du polygone funi-
culaire coupés par la section X2 x2 (fig. 246); quant à sa grandeur,
elle est déterminée en c' r' dans le polygone des forces.

Prolongeons (fig. 248) l'élément 9 jusqu'en son point d'inter-
section e avec là direction R'x2' joignons e au point de rencontré

p' des deux autres éléments 8 et 10; portons ensuite la 10rëé exté-
rieure R'x2 en ci r' et décomposons la suivant les directions 9 et
pe. Les deux composantes àuront pour valeurs 9==c'n et r-r/n.
Cette dernière force r, décomposée suivant les directions 'des
deux autres éléments 8 et 1.0,nous donnera les forces cherchées,
savoit : 8 = ni et 10 = r'i. .

En appliquant le lnême mode de décomposition à toute àutrê
sectiop. xx, nous trouverons la valeur des forces intérieures dé-
veloppées dans chaque élément de la poutre, et nous remarque-
rons que, sous l'influence d'une charge dissymétrique, la mem-
brure inférieure se trouvera soumise à des efforts d'intensité
varjable.
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Poutre en forrJ~e de croissant.

La poutre représentée (Pl. XVÎ, fige 249) est connue sous la
dénomination de poutre en croissant et tire son nom de sa forme

J\meme.
La membrure supérieure est identique à celle de la poutre pré-

cédente (fig. 248). Quant à lê:!-membrure inférieure, elle a é~a-
ment ses ordonnées proportionnelles à celles du polygone funi-
culaire.

Prenons comme ordonnée milieu de cette membrure le quart

de la hauteur de la poutre; c'est-à-Jdire ~n~. Portons oette gran-

deur en xv (fig. 247) et joignons le point 0 au point v. Les verti-
cales comprises entre ov et ox représenteront les ordonnées des
nœuds de la membrure inférieure.

La forme de la poutre une fois, déterminée, nous remarquerons
Î

que les éléments des membrures corréspondant à une même sec-
tion verticale prolongée se coupent stlr la direction de la force
extérieure à cette section. Ainsi pour la section xx les éléments
4 et 6 prolongés se coupent en un point k de la résultante Rx.
Nous en conclurons que, sous une charge symétrique, les
efforts développés dans les diagonales du treillis seront nuls.

Si au contraire nous considérons une section rencontrant une
barre verticale, nous observerons que les éléments des deux
membrures prolongées ne se coupent pas sur la direction de la
force extérieure. Les efforts dans les verticales du ireilEs ne se-
ront donc pas nuls. Menonsla sections xax3 et supposons que la
charge se concentre seulement aux nœuds de la membrure su-
périeure, la force extérieure à cette section sera représentée par
Rx. Les éléments 4 et 10 prolongés se coupent en un point d situé
à droite de la force extérieure. Appliquons la méthode donnée
(fig. 244) et décomposons Rx en deux composantes, l'une passant
par d et l'autre par la verticale 7; cette dernière, (){)mposantere-
présentera la force cherchée. Le moment de Rx par rapport au
point d étant positif, celui de 7 sera par suite négatif et la harre
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verticale 7 sera tendue, ainsi que nous l'avons indiqué (fig. 249)
au moyen de flèches. .

Les points b' et b" servent à déterminer d'une manière plus
exacte la direction des éléments 4 et 6. Pour trouver leur position,
nous nous sommes reportés à la figure 247 et nous avons em-
ployé une méthode analogue à celle donnée àla poutre (fig. 248).

Sous une charge dissymétrique, les diagonales du treillis se-
ront ou bien comprimées ou bien tendues, suivant leur direc-
tion et suivant le mode de concentration de la surcharge.

L'épure (fig. 250) donne les efforts dans chaque élément de la
construction correspondant à une charge uniformément répartie.
Le procédé employé est celuI indiqué sous le nom de Méthode
de Cremona.

.

La flèche de la membrure inférieure ayant été prise égale au
quart de la fl@chede la membrure supérieure, c'est-à-c1ire égale à

~m, ces deux membrures se trouveront donc à un écartement

~rn, qui sera précisément la hauteur de la construction. Au moyen

de cette hauteur, nous pourrons trouver facilemeut la valeur des
efforts dans les éléments parallèles 16 et 18. Nous aurons en
effet:

.

. y
4' h Y4" . 2 m 8

16=18= 3 = 3 =3-Y4'
Tm I;m

Pour les mêmes élén1ents de la poutre (fig. 248), nous avons
trouvé les valeurs suivantes:

Y4' h y~ .2m 616=18= =' -2 Y =-y
m .m 4 3 4'

Les efforts développés dans les éléments horizontaux de ces
6deux poutres sont alors dans le rapport de
'8'

La grandeur 0'c

(fig. 250) est égale à la distance polaire o'e (fig, 245); de plus, ao'

est égale à
~

oc'. La grandeur ao' représentera donc l'augmen-

tation des forces horizontales 16 = 18 correspondant à la forme
parabolique de la membrure inférieure.
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On construit aussi les poutres en croissant avec des contrefi-
ches dans les panneaux du milieu. Souvent même ces contrefi-
ches règnent sur toute rétendue de la poutre.

Poutres TIlultiples.

PoutJ'e à treUlis double sY'Jnél1"ique.

Dans tous les systèmes de poutres que nous avons examInés
jusqu'à présent, une section. quelconque ne coupait au maximum
que trois éléments, et par suite les efforts intérieurs développés
dans chacun d'eux se trouvaient directement déterIninés. Il n'en

.

est pas de même pour les poutres OlJ-une section rencontrera.plus
de ü"ois éléments. Dans chaque cas particulier, nous serons for-
cés d'avoir recours à une hypothèse.

Prenons par exemple la poutre à treillis double (Pl. XV, fige
233). Cette poutre peut être considérée comIne formée par la
juxtaposition des deux poutres distinctes, dont les membrures
seules coïncideraient. Dans le cas qui nous occupe, les barre~ de
treillis, sont p~rallèles et de plus équidistantes. La: disposition du
treillis double réduira donc de moitié la distance des nœuds et
permettra à la charge de se concentrer en un plus grand nombre
de points.

Supposons la hauteur de cette poutre égale au dixième de sa

portée rn=/~l et les barres de treillis inclinées à 450 sur l'hori-

zontale ; supposons de plus que la surcharge uniformément ré-
partie se concentre également en. chacun des nœuds, conlme l'in-
dique le diagramme de répar.tition. Considérons une section verti-
cale quelconque. Cette section coupant quatre élénlents de la
poutre, nous ne pourrons employer à la recherche des efforts in-
térieurs aucune des méthodes données ci-dessus.

Mais si nous admettons que, dans les deux bar-J;!Bsde treillis
coupées par la section xx, les forces intérieures ont. la même
intensité, le problème peut alors se résoudre et la méthode don-
née po'ur les poutres à treillis simple est applicable.

JJ
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Pour trouver la .valeur des eHorts développés clans les melTI-

brures, nQUSpourrons encore faire une autre hypotbèse, consis-
tant à rapporter les mornents à un axe équidistant des deux nœuds
adjacents à la section considérée. Le moment ainsi déterminé
n'est en effet autre que la moyenne arithmétique des illOlTIents
correspondant à ces deux nœuc1tS.

Ces hypothèses ne sont toutefois justifiées que lorsque la ré-
partition des charges est la même pour les deux poutres juxta-

fposees.
Dans le cas que nous traitons, il n'en est pas ainsi; fun des

systèmes (celui tracé en pointillés) n'est chargé ql1'enquatre points
l', II', III', IY', tandis que l'autre l'est en cinq l, II, Ill, IY, V, ce
qui conduit à c1étenniner les efforts intérieurs dans chacune des
deux poutres. Cette 111anière de procéder est en effet d~ beau-
coup plus rigoureuse. Les vaJeurs trouvées dans chaque cas
pour les barres de treillis seront directement applicables au
système juxtaposé; quant aux efforts développés dans les

'"

élélTIents cofncidant des lnembrures, ils seront à ajouter l'un à
l'autre.

Construisons à cet effet le polygone des forces oab (flg. 234)
relatif aux charges l, II, III, IV, V. Prenons COlllme distance po-
laire h=2Jn, et traçons (Dg. 235) le polygone funiculaire corres-
pondant avec peycomme ligne finale. Menons la section xx et
déterminons les efforts clévoloppés dans les melTIbrures. Pour
trouver la valeur de la force 2, nous prendrons le point d'inter-
section (/v des éléments 3 et 4 comn1e axe des n10111ents; et, pour
la force 4, le point d'intersection ~ cles éléments 3 et 2. Nous
poutrons alors écrire les relations suivantes:

2 = YIX .h = ee. h

'ln 'ln

4
Y~.h

= ii. h .
'ln 'ln

Mais nous avons pris:
h - 2 'ln ,

d'où:
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2 == 2 . ee
4 == 2 . ii.

Pour toute autre section xx, nous arriverons au même résultat;
nous en conclurons donc que l'ordonnée du polygone funiculaire,
située en dessous de chaque nœud, prises à l'échelle des !6rces,
donnera, en la multipliant par deux, la valeur de l'effort déve~
loppé dans l'élément de la n1embrure qui lui est directement op-
posé. Cette conclusion n'est toutefois juste que dans le cas où la
distance polaire a été prise ~gale au double de la hauteur de la
poutre ~

Pour déterminer l'effort agissant dans la barre de treillis 3 ren-
contrée par la section xx, nous n'aurons qu'à décomposer l'ef-
fort tranchant correspondant à cette section suivant une horizon-

. tale et une parallèle à la barre 3. Poui" les forces 1, II, III, IV, V,
la surface des efforts tranchants limitée par des traits pleins (Pl.
XV, fig. 236) est à considérer. L'effort tranchant entre les char-
ges l et II étant constant, hOus

. pourrons opérer cette décompo"""
sition sur l'une quelconque des ordonnées de l'espace rr, par
exemple sur l'ordonnée milieu, et nous aurons en s31a valeur de la
force cherchée 3. Nous trouverons d'une manière analogue en s5
la grandeur de l'effort agissant dans la barre 5. Il en sera de mê-.
me pour toutes les autres barres de treillis. Pour donner une idée
plus claire de la nature de ces efforts, nous avons représenté
par un trait double les barres qui travaillent à la compression, et
par un trait simple celles qui travaillent à la tension.

Considérons maintenant la deuxième poutre, c'est-à-dire celle
dont les barres de treillis sont tracées en traits pointillés. Soient
1', II', III', IV' les charges qu'elle supporte et 0 a' b' le polygone
des forces. Supposons les forces l, II, III, IV, V réparties unifor-
mément sur toute la longüeur de la poutre, le polygone des for-
ces oab ne changera pas, mais le polygone funiculaire deviendra
dans ce cas une parabole, qui sera tangente aux côtésClu premier
polygone funiculaire tracé. Supposons également les forces 1', II',
III', IV' réparties de la même Inanière ; à cette répartition corres-
pondra le polygone des forces oa'b'. Le polygone funiculaire sera
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aussi une parabole identique à la première, mais qui, vu le nom-

bre restreint des charges, ne sera à considérer que dans la partie

comprise entre les verticales passant par les charges extrêmes.

Cette parabole est également tangente au polygone funiculaire;

elle a en son milieu une tangente horizontale. Supposons ma~n-

tenant que ces deux paraboles coïncident, nous pourrons alors

déterminer facilement la position de cette tangente horizontale. Il

résulte en effet de la construction même de la parahole que la

droite joignant les milieux des deux tangentes nt et nv ne sera

autre que le côté horizontal du polygone funiculaire enveloppe.

Au moyen du polygone des forces oa'b', nous pourrons cons-
truire le polygone funiculaire correspondant (suivre le tracé en
pointillés) avec p'cp'comn18 ligne finale. Le polygone des forces
oa'b' n"est pas toutefois indispensable, puisque nous savons que
les côtés de nouveau polygone funiculaÜ'e coupent toujours les
côtés du précédent sur la verticale passant par leurs Inilieux.
La ligne finale p'cp'tombe en dessous de la ligne PC?à une distance

, pp=nz.
,

Cherchons maintenant les efforts développés .dans les meln-
brures de la seconde poutre. Considérons par exemple la section
xx. Pour trouver la force 2', nous rapporterons les moments au
point y et pour la force 4' au point ~.

D'où les équations:

2'==
YI. h

= cc. h
m m

4' ==
Y~ .h = dd. h

m m

Mais h ayant été pris égal à 2m, il s'en suit:

2' == 2 cc
4' == 2 dd.

A la simple inspection des deux polygones funiculaires pncpet

p'zcp', nous verrons que les deux ordonnées ee et cc diffèrent de la
quantité 2. pp', tandis que les deux ordonnées ii et dd sont
égales.
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Toutes les autres forces agissant dans les membrures se trou-
vent de la même manière.

Pour déterminer les efforts dans les barres de treillis, nous
considérerons la sUl-facedes efforts tranchants (suivre le tracé en
pointillé~ fig. 236). Pour toutes les sections comprises entre le
point d'appui et la force l',c'est-à-dire pour l'espace ps, l'effort
tranchant est constant; il est de plus égal à la réaction. Aussi,
pourrons-nous, pour trouver la valeur de la force 3' correspon-
dant à la section xx considérer rune quelconque des ordonnées
de l'espace ps, par exemple 'celle du milieu rq. En opérant comme
nous l'avons fait plus haut, nous trouverons en r3' la force cher-
chée 3'. Nous détenninerons égalc~ment, au n10yen de la même
ordonnée, la force l' =r1'.

Eri continuant de la sorte, nous obtiendrons la valeur des efforts
. développés dans toutes les barres de treillis.

Pour ne pas confondre les nouveaux résultats avec ceux trou-
vés pour le premier système.. nous les avons tracés en traits poin-
tillés.

Les valeurs ainsi déterminées représentent immédiatement les
forces agissant dans les différentes barres de treillis. Quant aux
efforts développés dan~ les membrures, il seront égaux à la
somme algébrique des efforts trouvés dans chaque systèn1e pour
le3 tronçons coïncidants. AinsL dans le système juxtaposé, l'élé-
ment (X~est formé par la réunion des deux barres 4 et 2'; l'effort
dans (X~ sera donc la somme des deux efforts trouvés séparément,
et est égale: 4 + 2'. Il en sera de même pour tout autre tronçon
des membrures supérieures et inférieures.

Les quatre tronçons extrêmes font seuls exception et n'ont qu'à
résister aux forces 2, 2', 18, 18'.

Quant au n10ntant vertical correspondant à l'axe de l'appui, il
n'a pour but que de rendre possible la juxtaposition de deux sys-
tèmes et ne sert qu'à transmettre directement à l'ap--puila réaction
de la poutre tracée en pointillés,
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Poutre à treillis quadruple syraètr'ique.

La fig. 237 de la Pl. XV représente une poutre à treillis qua-
druple symétrique. Cette poutre peut être considérée comme for-
mée par la juxtaposition de quatre poutres à treillis simple. La
réunion de ces quatre poutres peut s'opérer au n1oyen.d'un 'mon-
tant vertical passant par l'axe de l'al)pui, en adoptant indifférem-
ment l'un des deux tracés figurés sur la gauche ou sur la droite
du système combiné.

Supposons la hauteur de la poutre prise égale au dixième de la

portée rn=:ol et les barres de treillis inc1inées à 45°. Supposons

de plus égales 'les charges concentrées en chacun des nœuds,
savoir 1==2==3==4== 18=19.

Ces données une fois établies, nous pourrons construire le po-
lygone des forces (iig. 238), le polygone funiculaire (iig. 240)
et la surface des efforts tranchants (fig. 239), correspondant à ces
charges.

Considérons une section quelconque xx. Cette section rencon-
trant les six éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, le problème sera indéter-
miné; et nous ne pourrons trouver la valeur des forces intérieures
qg'.el1,aya-n;t recours à. une hypothès;e.Al'examen du mode de
.répart~t~on,J.lous ;observerons que -les chargesconc~ntrée~ sont
rel:;ttiverrtentplus petitesetplusrapprochées les unesde~ autl'es
qn'eUe,s. ne l'étaient dans lét poutre ,.précédentB; .nous pourrQX!s

LRP)fl-YJ~mns,erreur sensible,a~rne,t~reque-lesquatreparresde
treillis coupées par une section verticale queleonque{JJ~ ,sero'nt
~g~l~p1entchargées. . ,.. ,

~.
;

Nous déterminerons alors l'effort tranchaptcorrespond.antttla
I~~c;t~O;It.-xa;etle' décomposerons~uivant une 'horizontale et une
_P1lral~~l,eIi lqdirection des harresc de treillis. En divisant;p~r

ft);q~t~eIgf3rp~è;1{~.c0mp9~ante,nous.Qbti~Ildrons; la,.valeurap$Ql11:e
de l'effort développé dans chaqqe']ja.rk~~;dEttr(jUli§"

A la section xx correspond l'effort tranchant cd qui, sous un
angle de 45°, se projette en cf ou en dg. Chacune des barres de
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treillis rencontrée par la section xx supportera donc un effort
,. .t ~ cf dgd Intensl e -4- ou -4- .

Pour trouver directement cette valeur, il nous faudrait suivre
le tracé en pointillés sur cd. Nous arriverons néanmoins plus
rapidement au résultat demandé en construisant la grandeur cf
ou dg et en la divisant en quatre parties égales. Le mode de ré-
partition des efforts dans les barres de treillis est en effet connu
à l'avance et la valeur numérique reste seule à déterminer. Nous
aurons alors:

5 == ci :::: 4 - ik == 3 - kt:::: 2== td = ~'.

Les barres de treillis montant du côté du moment maxÎlnlim. .
fléchissant seront c0111primées, les autres tendues.

Les barres 2, 3, 4, 5 ne s'étendent pas seulement sur la lon-
gueur d'un seul panneau; les barres 3 et 4 entrent encore dans
la composition des barres de trei~lis constituant le .panneau situé
à droite de la section xx, tandis que les barres 2 et 5 forment
partie intégrante du panneau situé à gauche.

L'effort tranchant change de valeur avec chaque panneau. Ainsi
clans le panneau à gauche, il sera plus grand que dans le pàn-
neau considéré xx; par contre, il sera plus petit dans le panneau
:àdroite. -Là iconséquence im111édiate de'cettevariation ':dans: Iles
effbpts. 'tranchants 'nousàmènera à adlnBttre'que:'l~'ivâleurtroljl-
jvé~ 5ti aÜ.:qfl'i:lè râppôi.te aux:éffortsi{fèt '4:séÙièment. (QÜinit'aî&~

4 ,.,4, , ,
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..'
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chant ce correspondant au panl1eau~itÜé à' gâllche' U'é 1âs;~ë~
tion xx.

,Considérons maintenant la section X1X1.çette, section coupe...les
~iém;elits 7;S; :'g~>îO,II, 12. S6it:ab'-'1''e'ifBH&~p-6Wâ~i-)HBtrggbb,n-
a~nt: "L~sbarà~à9èf 10 ü'éÙùifpoirit p~t~l1,èt@'s a~\~;âHl~~rB~riê)s
,iae ~ire1nrs,,11,fiàustl11ariral(}r~.c1éêohip~ser it8d,s1iN~i!F~d~W) :ti~-
i~àl1~îèsi~lii8'féB:ieHis8 et 9,oubŒii eHbùi~~ ;shiv~iHdês! l)~F~Üèl~k
.,L,

'

!! C' i .'al bp -
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"
,

!' i<! 'd)

,-fL1,P, ~t1A:i;; :g~n~;çy:; Ra§'4'- "4'
. r~J:?Fly;septyrf}}N~ ,~fl'c.>~t,~, 9;,fi}.G1J)
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ao bq
en valeur absolue, et "4- =T1es forces 8et 1i.

Les efforts développés dans toutes les autres barres de treillis
se détern1ineront de même; reste à trouver les efforts développés
dans les membrures. Cherchons, par. exemple, la valeur des
forces 1 et 6. Pour cela, considérons la section xx et.rapportons
les moments des forces extérieures à un point quelconque de
cette section. Nous pourrons de suite remarquer que la valeur
du moment résultant variera avec la position de la section xx
dans l'espace rxy.Pour la section rx,le moment sera maximum, et
pour la section y, il sera minimum. J\1ais, cOffirileà une charge
donnée correspond une valeur déterminée des forces 1 et 6, cher-
chons quelle section nous devrons considérer.

Pour rendre la démonstration plus facile à suivre sur l'épure,
et pour voir plus clairement queUes sont les forces intérieures
qui font équilibre aux forces extérieures, nous considérerons
la fig. 241 dans laquelle la section xx est supposée menée par le
point ~.

Soient A, 1, 2, 3, 4, 5, les forces extérieures à cette section.
Ces forces ont une résultante commune Rx que nous saurons
déterminer en grandeur et en position au moyen du polygone des
forces et du polygone funiculaire correspondant. A cette résul-
tante Rx doivent faire équilibre les efforts de tension 3, 5, 6, ainsi
que les efforts de compression t, 2, 4. Or nous savons par hypo-
thèse que les efforts agissant dans les barres de treillis sont
égaux entre eux, ainsi que les efforts développés dans les mem-
brures ou autrement dit que:

2 -= ;{== 4 ==5 et 1 == 6.

Décomposons les forces 2, 3, 4, 5 en composantes verticales
et horizontales. Pour que les forces extérieures et int0rieures
soient en équilibre, il faut que leurs composantes verticales et
horizontales soient aussi en équilibre. La composante horizontale
de la résultante Rx étant nulle, la somme algébrique des compo-
santes hQrîzontales des forces intérieures devra donc être égale
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à z~ro. Désignons par h2, h3? h4, h5)es composantes horizontales
des forces 2, 3, 4, 5 et par 1)1'1.'2,1)3,'1)4leurs composantes verti-
cales, nous pourrons poser les équations suivantes:

-1 -h2+h3 -h!j + h;;+ 6 = 0,
Rx- (V2+V3+ v,j+ V5)= o.

Pour;;qu'il y ait équilibre, il faut de plus que la somme des mo-
ments de toutes les forces pris par rapport à un point quel-

, conque soit égale à zéro. Chois\ssons, par exemple, le point ~ ; le, .
moment des forces verticales sera alors nul, et par suite le mo-
ment de la résultante Rx devra' être égal à la somn1e des Inoments
des forces horizontales 1, h2, h3, h,j, h5, 6. Les efforts dans les
barres de treillis étant égaux, les forces h2 et h5 ainsi que les
forces n3 et h,j formeront deux couples d'égale intensité, mais de
direction inverse; ces deux couples se feront équilibre et l'équa-
tion des moments pris par rapport au point ~ se réduira ainsi
qu'il suit:

Rx . n - 1 . m = O.

D'où:

f==
RX.n

m

Mais nous savons que:
Rx . n = Y~ . h.

D'où l'expression suivante :

y~.h
1 == .m

La distance polaire h ayant été prise égale au triple de la hau-
teur de construction, c'est-à-dire h-31n, nous aurons:

1 = 3Y
~~

Si nous choisissons, au contraire, comme axe des 1110ments,
l'axe passant par le point 6, nous trouverons la valeur de la
force 6.

6 = 3Y~.

Mais si nous rapportons, l'équation. ,des mQments au point y,
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(fig. 237) les moments des composantes horizontales ne se feront
, plus équilibré; les couples h2, h5 et h3, h!jont en effet tous deux
le même signe et sont positifs. L'équation des moments devient
alors:

'm 'ln

YI" h- f .m+h2"2+ h!j 2=0.

D'où:

f==

m rn
YI" h + h22 + hlt"2-

m
Or:

h2=h!j'
D'où:

1 : YI" h + h2 m

m (1)

Si maintenant nous établissons l'équation des moments en les
rapportant en a-, nous verrons que les composantes horizontales
h2, h:3, kit, h1j forment deux couples négatifs ho).,k3 et hlj, ho et nous

aurons la relation suivante:
m m

YIX' h- 1, m - h2T- hlt 2=0,

D'où:
y

IX . h ~ h? rn1 == -
m (II)

Additionnons les deux équations: (1) ~t (II)i HO~l(3:fll;l:rO:O:S:;"c

.Y'Y' h + YIX
'

h
2 , (1)~-=- '-.,.; .

, m

))' Qù ,: , ~.
-

. . -~ ~

1
==A(YI'9-YCl.}

=JL'H ("Y~+YIX,\
','" " 2m ""rn ""2 'Î

:)

Or :

,.YI' ~+
"

,.

y
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,
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''''
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"~,
,
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"
'
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113 e~il. -.:.

.;)m.
2 i
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1 = 3 ,
Y~.

, , .

Nous devrons donc pour ié panneau considéré, choisir comme
àxéPÙé'SmËHh~litsl'ifxépassant par 'le :poiI1t~~
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Nous pourrons de la même manière déterminer les efforts dé-
veloppés dans les autres tronçons des membrures.

C01nbinaison de poutres du prernier et du second ordre.

Les pOlltres à treillis double (iig-. 233), à treillis quadruple
(iig. 237) (Pl. XV) sont fOrInées, ainsi que nous venons de le voir,
par la juxtaposition de 2 ou 4 poutres à treillis simple, juxtapo-
,sition qui permet de répartir' la charge en un nombre de points
double et quadruple. Les poutres à treillis triple, quintuple, sex-
tuple, etc..., pourront se construire ,de même.

Mais, dans bien des cas, nous pourrons arriver au même but,
c'est-à-dire à répartir la charge en un plus grand nombre de
points en remplaçant un panneau ou une barre de la poutre pri-
mitive par un système triangulé. Un exemple fera comprendre
pius clairement la manière de procéder.

Considérons la poutre simple y~pv91J.n CPI. XII, iig. 294). Outre
les charges II, iV, VI, cette poutre supporte encore les charges
l, III, V, VII avec ~-,Ü)"1),À,comme points d'attache. La membrure
supérieure travaillerait donc à la flexion. Pour relnédier à cet
inconvénient, nous n'aurons qu'à remplacer, cette membrure par
un système triangulé. Ainsi sllr,_,l'élément 'Y~ agit au point ~

la force I; par l'adjonction des barres de treillis 3 et 5 nouE?trans-
formerons le panneau yn~ en un système tridrigui.ëÇ~~*~.

-

Nous pourrons de mèmë:'trarlsfofmËWchacun des autres pan-
,~y.~-llxi;nous. obtiendrons alors,}a, lorn~e de 1)9utre: iIl~iquée
(pL XII, fig. 194, et Pl. XIII, iig.205) et nous saui'ons,' en appli-

.1 ,,: ~: -~-.~-ç::' .:1 ,>-:;J~?{:J'- ;:r:,.\ j.--, ~:;:~:~_::"r.~(~'.;: ? :'rc:':;';'"1'

q~~aptrune des methodesc1onJ1ée~ phlsJ;1àu,t, Cletèrmiilerlës é~oÎ'ts
ih~~rieursdéveloppésdans chà~tuLaèêëS~leméIit~.,:

.
'-'

...',
' Dans l'éxemple traité, (\1.X~;fi~.,242),!~s cliârge~t,lÎ, ftÎ,
se concentrent aux nœuds sbpéri~lÙ.s, tanêÜs qUe lanléfubrûre

"
-. '---'-',"

'-
',\.\--',

"->'-
:,',

.
',,,\. ,_.- ,

inferieure supporte les èlIai~geBT;Ir; II!'.'.. VII'.
-'

>,
,-

:",~'
>.~

Pour que cette membrure ne se trouve point fléchie, il fatÙ:lfâ
"'--"

, , -,
'.transformer les panne'aIlï iibY.'el 'der ==en système triangulé du
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second ordre. La décomposition des forces correspondant à cette
nouvelle forme est tracée Pl. XV, fig. 243.

La forme (Pl. XVII, lig. 258) peut être considérée comme for-
mée par la réunion d'une poutre du premier ordre avec plusieurs
poutres du second ordre. Sur la ferme Polonceau agissent direc-
tement les charges I=II=III.

Entre deux nœuds consécutifs, les forces l'=II' III'=IV' VI
ont leur point d'application sur la membrure supérieure. Pour
que 'cette membrure ne s>oitpoint fléchie, nous la constituerons
au rnoyen d'une poutre du second ordre. Sur la partie gauche de
la ferme nous avons adopté deux poutres en treillis à membrures
parallèles et sur la partie droite deux poutres paraboliques.

Les éléments constituant la poutre. de premier ordre sont indi-
qu 3Spar les chiffres 1, 2, 3, 4; ceux formant partie des poutres
du second ordre par les 0hiffres 1',2',3' 4' 19',20',21'.-

Soit Q la charge entière que supporte la ferme considérée.
Cette charge se répartira également 811chacun cles 23 nœuds su-
périeurs. Les forces l, II, III seront égales entre elles et auront

6 .

pour valeur
23

Q. Chacune d'elles se composera en effet .de la

charge directement concentrée au nœud considéré et de la demi-
somnle des forces l', II', III', IV', V', c' est-à-dire :

. 6
1 == II == III == - Q.

23
D'où leur somme:

18
1+ II + III =

23
Q.

"Le complément de la charge totale ou 2;)3 Q se trouve directe-

ment transmis aux points d'appui.
Pour déterminer dans la ferme Polonceau les efforts résultant

de l'action des charges l, II, III, nous porterons sur une verticale
les unes à la suite' des autres les forces

1== cd, II ==de, nr == et,
d'où:

. i8
cf==I+II+IH==

23
Q.
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En appliquant llne n1éthode connue, nous trouverons la valeur
des forces 1, 2, 3, 4... 11.

Reste à- cléterllliner la valeur des forces intérieures dans les.
poutres du second ordre. Considérons l'une de ces poutres, par
exemple cene partant du point A et aboutissant en 1. Cette poutre'
est soumise à l'action de-cinq charges égales l'=II'=III'=IV' V'.

La réaction b de cette poutre en l formant partie de la force
totale l qui agit sur la fern1e Polonceau, nous la porterons en ch
(fig..259) ; quant à la réaction a, nous la porterons en cg. Le
même lllocle de répartitiQns"appliquera aux charges ik, op, qr
des trois autres poutres.

Les réactions de ces poutres une fois déterminées, il nous sera
facile de trouver la '\ aleur des forces 1', 2', 3', 4', 5' 20', 21'.
Pour cêla, nous tracerons le polygone des forces (fig. 259) (suivre
la partie en traits fins) ou bien encore le polygone (fig. 260). Ce
dernier polygone se trouvant tracé à une échelle double, nous
pourrons y lire les résultats avec une plus grande exactitude.

Les deux poutres de gauche étant semblables et ayant de plus
les mêmes char-ges à supporter, le même polygone des forces
servira dans les..deux cas.

Quant à l'épure relative à la troisième poutre, elle est tr'acée
en pointillés (fig. 259) et répétée (fig. 261) à une échelle double.

Les forces 9.insi déterminées donnent immédiatement la valeur
. - ~

des efforts développés dans le treillis et dans les membrures in-
férieures.

- Il n'en est pas de même pour 3es membrures supérieures; les
résultats trouvés dans chaque cas seront à ajouter. Ainsi le tronçon
(l,~ entre dans la composition de J' élément 1 de la ferme Polon-

ceau et dans celle.de l'élément 4' de la poutre en treillis; l'effort,
en (l,~sera par suite égal à la somme des deux force~ 1 et 4',
saVOIr:

i + 4/ - ev -1- ZX.

Les éléments î'~ et ~1." ne sont pas à proprement parler néces-
saires à la construction et doivent plutôt être considérés comme
lien réunissant les poutres du second ordre.
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DONNÉES GÉNÉRALES SUR LE POIDS PROPRE
,

DES DIFFÉRENTES CONSTRUCTIONS ET SUR LES SURCHARGES QU ELLES

PEUVENT AVOIR A SUPPORTER.

Les poutres et supports} employés dans les différentes cons-
tructions (toitures, planchers, murs, cloisons, colonnes, . etc.. .),
sont soumis à l'action de charges permanentes et de surcharge~
accidentelles. Les surcharges accidentelles sont de natures diffé~
rentes et varient avec le genre de construction. Nous compren~
drons sous le nom de surcharge accidentelle, dans une char-""'
pente: la pression du vent ou de la neige; dans un plancher ou
un pont: une foule compacte ou un amas de matériaux. Par charge
permanente, nous entendions' ayant tout le poids propre de la
poutre ou du support, ainsi que celui de toutes les pièces entrant
dans la construction.

Les dimensions à donner à une poutre dépendant de l'influenc~~
de la charge permanente et de la surcharge accidentelle, il s'en
suit que le poids propre de la pièce dépendra lui-même de la
charge permanente et. de la surcharge accidentelle. Les réactions
des appuis font partie des forces extérieures, comme nous l'ayons
vu plus haut.

Quant aux surcharges variables, parmi ,lesquelles nous consi-
dérerons toujours la surcharge la plus défavorable, nouspour:,
l'ons les déterminer d'une manière certaine d'après des résultats.
d'expériences. La charge permanente, qu'une poutre aura à sup-
porter, pourra aussi se calculer très exactement dans cbaqu~-'caB
particulier. Seul le poids propre de la poutre se déterminera d'un~
manière approximative. Pour cela, étant donné la nature de la ma-t
tière employée, nous choisirons à peu près les dimensions à clonneiÇ
à chaque élément entrant dans la construction et nous pourrQn~
ainsi calculer le poids propre de chacun d'eux. Au moyen de
cette valeur approchée et de la valeur de la surchargeacciden-
teUe, nous déterminerons les dimensions à donner à chaqu~
pièce, dimensions qui varieronttrès peudessectionsdéfinitiye.s~
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Si notre calcul exige une plus grande exactitude, nous pQurrons
alors opérer sur les nouvelles dimensions, comme nous l'avons
fait dans notre première hypothès-e, -et nous arrivBfons ainsi à
fixer d'une manière rigoureuse les dimensions à adopter~

Toutefois, dans la pratique nous emploi€rons rarement ce pro-c
cédé; surtout dans le cas oÙ la surch~r~e accidentelle l'~llI:J?gr,~-
tera de beaucoup sur la charge permanente, un écàrt faible dans
les données de cette dernière influant d'une manière peu senswle
Sl1rles dimensions de 'la pièce à calcul~r. Nous nous permettroIl,S
de choisir arbitrairement te poids propre de la pièce même, en
nous basant sur les poids connus de constructions analogues~

C'est pourquoi nous résumons dans les tableaux suivants les
donn~es des charge§ permanente~s qui nou~ serviront de bases
clans les calculs des différents ouvrages, tels que toitures, plan-
chers, etc.....

Charge permanente.

Poids des r'~atéJ"iaux employés dans la construction.

Le poids cles matériaux employés clans une construction se
trouyo en mult~pliant le volume mis en œuvre parle poid~spéçi-
fiQ.uede la matière. Ainsi un mètre cube de granit de poids spé-
cifique y - 2,80 (voir le tableau suivant) pèsera:

1. 2,80 =2t, 80 ou 2,800 kilos.
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POIDS PROPRE ET SURCHARGE DES CONSTRUCTIONS

J'ABLE A U N° 1 donnant les poids spécifiques des matières le plus
souvent employées.

MATÉRIAUX

Grès dur.. . . . . . . . . . . . . . . .
Grès ordinaire. . . . . . . . . . .
Pierre calcaIre. . . . . . . . . . .
Dolomie. . . . . . . . . . . : . . . . .
Marbre. . . . . . . . .' . . . . . . . . .
Granit.. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Gneiss. . . ~ . . . . . . . . . . . . . . .
Porphyre. . . . . . . . . . . . . . . .
Béton. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ciment. . . . . . . . . . . . ., . . . .
Sable pur...............
Glaise. ',' . . . . . . . . . . . . . . . .
Argile. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Terre végétale...........
Quartz. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Cailloutis. . . . . . . . . . . . . . . .
Schiste argJleux.. . . . . . . . .
Micaschiste . . . . . . . , . . . . . .
Basalte serré.. . . . . . . . . . . .
Basalte ordinaire. . . . . ". . .
Lave .
Br~que à gl:aiD;sserrés. . . .
BrIque ordmmre.........
Verre à vitres. . . . . . . . . . . .
Verre à glaces... j.. ..,..
Cristal. . . . . . . . . . . .. . . . . . .
Porcelaine. . . . . . . . . . . . . . .
Eau .
Maçonnerie en grès fraîche

- séche..
Maçonnerie de

~
fraîche..

pierre calcaire f sèche.. . .
Maçon. en briques fraîche
Maçon. en briques sèche..
Mortier de ,3haux. . .. . . ., .

1

POIDS

spécifique

'1

2.50
2,35
:!,45
2,76
')' .-.3-, ,
2,80
2,;55
2,83
2,47
1,66
1 90
(,60
1,50
1,40
2,62
2,55
2,53
2,45
3.02
2,66
2,62
2,-17
1,81
2,64
2,46
2,89
2,32
1 00,
2,10
2,00
2,43
2,41
1,66
1,53
1,86

j\i[ATÉRIAUX

Fel'. . . . . . . . . . . . . . . . .~. . . .
Acier cémenté ,

Acier fondu.. . . . . . . . . . . . .
Fonte. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Zinc martelé. . . . . . . . . . . . .
Zinc fondu..............
Cuivre martelé...........
Cuivre fondu............
Bronze martelé...........
Bronze fondu. '.' . .. . . . . ..
Etain. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Plomb martelé. . . . . . . . . . .
Plomb fondu............
Tilleul sec...............
Peuplier sec.............
Au lne sec...............
Poirier sec. . . . . . . . . . . . . . .
Chêne sec...............
Chêne fraîchement abattu.
Charme S(jC. ., . .. . . . . . . .
Charm e fraîchement abattu
Hêtre sec. . . . . . . . . . . . . . . .
Hêtre i'raîchement abattu.
Mélèze sec. . . . . . . . . " . . . .
Mélèze fraîchement"abattu.
Pin sec.. . . . . . . . . . . . . . . . .
Pin fraîchement abattu. . .
Sapin blanc sec. . . . . . . . . .
Sapin blanc fraîcht abattu
Sapin sec.. . . . . . . . . . . . . . .
Sapin fraîchem ent abattu.
Noyer sec.. . . . . . . . . . .. . . .
Ebène sec...............
Acajou sec.. . . . . . . . . . . . . .

1

POIDS
1

spécifique

'1----
7,82
7,79
7,92
7,21
7,86
7,01: '

9,00
8,79
8,90
8,20
7,38

11 39,
1" ".1. ,ùi)

0,45
0,39
0,65
0,73
0,91
1,06
0,69
0,89
0,59
0,77
056,
0,92
0,55
0,90
0,55
0,90
0,46
0,80
0,66
J,21
0,75

Poids permanent des toitures au 1nètre superficiel.

Le tableau suivant donne un l'esumé de la charge permanente
(couverture et ossature) de~ diverses sortes de toitures en tenant

h
cOfilpte de leur inclinaison, c'est-:-à-dire du rapport T de la hau-

teur h à la portée 1.



INCLINAISONS

NATURE ordinairement POIDS MOYEN
N°s adoptées ')

de la couverture. h
en KG par M~

l
.- .

f Tuiles plates 1 i 100. . . . . . . . . ---
1 2

2 Tunes creuses 1 1 125. . . . . . . . . - --
1 2

11 13 Ardoise 75. . . . . . . . . . , - --2 5

4
.

Bitume avec revêtement en t~rre glaise. 1 1 60 - 75-'--
12 16

5 Mastic bitumeux
i 30-. . . . . . . .
6

6
1. 40Zinc ou tôle galvanisée avec voligeage. -
6

M

INCLINAISONS

NATURE ordinairement POIDS MOYEN
N°s

de la couverture
adoptées.

en KG par M211,

l

- ~~,

Ardoises sur lattis en cornières.
f i

t . . . -- - 502 5

Tôle' galvanisée sur lattis en cornières. 1
2 - 25

6

Tôle ondulée sur lattis en cornières 1
3. . . - 22

6

Zinc SUl'lattis en cornières
1

4 . . . . . 6 24

i
5 Cuivre . . . . . . . . . . . . 6 45

f 1
6 Verre. --- 60. . . . . . . . . . . . 5 12

<.i

~""',::'..~~~-~;~~':""-~~':':"~~~-~!":'_',::"""':-:~'-'~:;..=-~~~~~":'t~,,!'f"'-'~~~~~~~-~:,",,~!,:',':':,'~~'~~'~=""'-""""~-~~
,,::.,~,,,,,,,,~~

~" '''''':'''!!"'~~~~'''~--~-"''~-.~' ,~...':f:='::~~_,~~:''-~''''''~'''':)~:~,~.''t~'i~,[,,",.~A!'!'''''.~_'':'~,"_..~-''':'-'':''''':~}~'~,~l~.::_!'~;'-~;~:~:~~~',-:;:":::>::'.'~':!,:,:~.",,-~'~~~-~-'-':":..~,,,:--

POIDS DES TOITURES

TABLEAU N° 2. - Toitw'es avec charpentes en bois.
177

Toitures avec. charpente métallique.

12



POIDS PROPRE' DES PLANCHERS ET PLAFONDS

TABLEAU 1lQIll. - PlaJ/fondset planchers: en bois.

.Nos G-E,NltE, DR CO-NS'TIRUC-TION

1 Plancher simple SU]! solive'.s

2 Plancher simple sur solives avec
plafond emvolige'

3 Plancher simple S1ft!'"solives avec
plafond en volige et enduit en
plàtr~

:~ - --.l1L :,,- r

~~

POIDS EN KILOG. PAR MÈTRE cAJlRÉ

r
pour a = 1,m20

---
pour a = O,m90

Dl'MENSIONS DES S-OLIVES,
}--

20/250 25/300 20/250 25/300
--

61
-,

5681

1,22 H2142

2:29 305330

~

66

132

376

~....
00

'"d0
~
1::1

00

"eJ'
!:d
0
'"d~
t;!

l;1
iio3

m
c::
~
0
I:I::

~

~00

,
!1
1:J
.1
j
!,jt:1

t;!
œ

(')
0
~
00
~

"q
(')
~
0
~
rJ2

.~
':.j
;1
Il
1
~

!
j
,i
i
'1.1

!,t
î
~!
"ii
:1



PLANCHERS EN FERS

Nos GENRE DE CONSTRU€TION DÊSIGNATION

DES DIFFÉRENTES PARTIES
d ,

1 Sys,tè:n:Ee>habituellement employé à Paris (port 3msO-8Jn,O) Hourdis' en plâtre.. .

- Lambourdes et parquet.,

(- Scellement des,lambourd.
Solives entretoises et fa;ntons.

2 SysfèmeVaux (portée 3m,.o-8m,8) Même poids guele système
n° L1 ,

~'UA'OUUn uo,~ ,~~

'"

(.

3 Système Thuasne (portée'3m,.o-81DJ,.o) !Même- poids que: le système,
n° 1.,

,",un"u,., J

4 Planchers avec solives en fer Ietvoutes en.briquesiplei:nes jvoùte et rempHssag-e.
, :Lambourdes et parquet.

'Fers à.I (moyenne).

1) Planchers avec solives en fex Iet.voutes en.briques erêUses Voûte: et: remplissage.
,. 0.. N

"
, ~ Lambourde::; et par'quet.

Fers à. l (moyenne)..

6 Système\Fox et BaFretr pour des,po!tées)usqu'à 6D1-~O Hourdis.
Lambourdes et parquet.
Treillage.
Fers éeartés die60)c.(PIoyenne)

. POIDS EN KIL. PAR œI~ 6iRRÉ
-- ------

Partiels To1la:nx

191)
21)
21)

16-3.0 26:1-275

26i-275

26i-275

2:4.0
3.0
3.0 3.0.0

170
3.0
25 225

19.0
25
3.0
25 27.0

!
.!
If
j

:~

-
1;
ij

'1

1
!
1
i

!
i~

IIQ.

0
1-4
t:1

'00

I;:j
1;1,
m

:)
1
i
j

1

i
'1
.!

~
,j

J
i~

'tt
t::'1'
tE>
~
C

gj
!:t'.
iD

[~

il
~
i!
1

ij

il

1
:\.,
J
J

il,
1
fj
11
ii

!
:j

ii

"
:!
!il
il
~Î

~
...;(.
<:O.



Numéros DÉSIGNATION DES PIÈCES
Surcharge en

KG par M2

~,

f Maisons ordinaires où les réunions sont peu
nombreuses. ......... . . . . . . 7~

2 Salons et pièces de réception. . . . . . . . . . 100
3 Grands salons et pièces de réception. . . . . . . 130
4 Bureaux.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
5 Salons pour les assemblées ordinaires,' . . . . . 200
6 Salons pour les grandes réunions. . . . . . . . 270
7 Magasinsà blés. . . . . . . . . . . . . . . . 450
8 Magasjnsgénéraux. . . . . . . . . . . . . . . 750

--
~.

.

-"
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180 POIDS PROPRE ET SURCHARGES DES CONSTRUCTIO:rqS

PLANCHERS EN PIERRES

Le poids au mètre superficiel de ces planchers doit se calcu~er
d'après le volume mis en œuvre et le poids spécifique des
matériaux employés.

Surcharge accidentelle.

Sarcharge des chambres d'appa'l"tement, salles de réception,
magasins, etc.

La surcharge accidentelle varie selon le nombre de personnes
et la quantité de marchandises que les pièces sont destinées à
receVOIr.

Le tableau suivant renferme les chiffres que l'on adopte ordi-
nairement dans ce genre de constructions.

TABLEAU N° IV

SU1"charge provenant d'une couche de neige.

La surcharge occasionnée sur une toiture par la pluie est insi-
gnifiante; il n'en est pas de même pour celle provenant de la
neige qui s'amoncelle sur les toits en couches plus ou moins
épaisses, suivant la nature des climats.

La couche la plus épaisse tombant sur une surface horizon...
tale peut atteindre une hauteur de Om,900 dans le centre de
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SURCHARGE DE NEIGE fB1

l'Europe. Or, la neige pesant 10 fois moins que l'eau, à cette hau-
teur correspondra une nappe d'eau de Om,090, et nous pourrons
par suite évaluer à 90k par M2de surface horizontale le poids de
la neige.

Sur une surface inclinée, une couche de neige exercera une
action moindre et variant avec le degré d'inclinaison de la toiture.
Sur une toiture fortement inclinée- elle n'exercera plus aucune
action, vu qu'alle glisse d'elle-même sausson propre poids.

De plus, dans le calcul d'une toiture, il y aura lieu de tenir
compte de la rigueur du c]imat et de l'endroit où elle doit être
établie; c'est pourquoi nous avons résumé dans le tableau sui-
vant les différentes surcharges par M2, provenant d'une couche
de neige de Om,90,om,60, Om,30d'épaisseur pour les inclinaisons

-:J

ordinairement adoptées. Les valeurs ayant rapport à cette der-
nière épaisseur sont applicables aux constructions de Paris.



h Surcharge de neige en KG par Ml!de couverture- .-"-- - - .~,
l ----

Couche de O,m30 Couche de O,m60 Couche de O,m90

.' .-' '. .... ~~~-......~._.,
,. ,. -..,..~~ ......-~..

--" -''''
,.......... . ,..........-- . "","".-..-"-.",.....,.J.""

'''''--'''-'''

!- 2f 43 642
t'- 20 DO 70
3

1
....- 27 53 804
i- 28 55 835
f- 28 D6 R}
6
f- 29 57 867

1 ',-

8 29 58 87

t
'. - 29 59 889

1
10 30 09 89

:1- 30 60 9000

182 POIDS PROPRE ET SUROHARGES DES CONSTRUCTIONS

TABLEAU No' 5.

Pression du vent.

La pression que le vent exerce sur une surface normale à sa
direction est donnée par la formule suivante:

PKIL= 0,116 v2

OÙv désigne la vitesse du vent exprimée en mètres.
Le tableau suivant résume les valeurs de p correspondant à des

vitesses différentes.



- ..

v PNATURE DU VENT
en M ~nRU

,
~-. u~

Vent frais ou bl'ise. . . . . . . . . . . . . . ~-6 2-'-4
Très forte brise . . . . . . . . . . . . . . . iO-i2 i2-i7
Vent très fort. . . . . . . . . . . . . . , . {Q=.1.8 ~6=""~Hl
Vent impétueux. . . . . . . . . . . . . . . 18-22 38-06
Tempête.. . . . . . . . . . . . . . . . . , 22~26 06-78
Tempête violente. . . . . . . . . . . . . . . 2ô~32 78-119
Ouragan . . . ... . . . . . . . . . . . . . 36-4.0 150-180
Grand ouragan . . . . . .!. . . . . . . . 40 ~3~

..
..
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PRESSION DU VENT 188

TABLEAU Nt) 6.

La valeur de la pression sur une toiture dépend de l'inclinaison
de cette dernière et de la nature de -la couverture.

~ -

Aussi plus la toiture sera plate? plus l'hypothèse suivante sera
justifiée.

Nous admettrons en effet que pour une pression qe vent quel...
CQnque, la Gom~o§ante normale à la surface cQuxerte agit seule
sur la construction, et nous ferons abstraction du frotternent.

La directiQn ,ç1uvent forme ordinaireme.nt un angle de 10 de...
grés avec t'horizontale. Reste à déterminer la valeur de cett~
pression sur une surface inclînée.

Cdnsidérons pour cela la surface aQet soit (f...l'angle qu'elle
forme avec l'horizontale. Considérons d~ plus la surface cd pel"...
pendioulaireà la. direction du vent. Si cette surface cd a poru'
largeur l'unité, la pression sur cd aura pour valeur:

N :=: p . cd

Qù p désigne la pression normale par unité de sllrfac~.
Mais nous avons:

cd :=: ab .sin (r.t + i 0°)

D'où:
N - ab .p . sin (1;( + 10°)

La pression par unité de surface sur ab sera donc:

N
'J' ==

ab
:=: p sÎn (1;(+ f00)



Pression Pression 0

h
.

hpar JVI2de par M2 deNuméros Numéros
l couverture l couverture 0

p p

1 1
i - H~ 6 - 28?0 6

1 f
2 -- 109 7 232 7

f i
3 - 66 8 - 203 8,

1 1
4 - 45 9 - 174 9

1
34

i
5 - iO - 15~lO

i84 POIDS PROPRE ET SURCHARGE 0 DES CONSTRUCTIONS

Décomposons 1~ suivant une paral-

lèle à la toiture et suivant une ver-
o

ticale. Soit q cette dernièrecompo-
sante, elle aura pour expression:

'J' sin (90 - cc) cos cc

q = sÎn (cc+ iD) == sin(cc+ iO).

D'où en remplaçant r par sa valeur:
p . sin2 (cc+ 10)

q~

ou bien encore:
cos cc 0

eL
;--:"-~
1
1,
.
1
1
1
1
1
1,
1
1

:7~ -"--
--""'" -"". l.-

I
1, 0
1
1

0

1,
1

'\ :
<1.-, 1 _.",,0-

a~<::::::::o~:.:lp.r!;:.-

2 sin 2 (C(+iO)
q=O,f27v COsee

Le tableau suivant résume les valeurs de ~
0 correspondant aux

différentes inclinaisons en supposant v °o30m.
TABLEAU 7.

EXEMPLES.

jFerme Polonceau à une bielle.

La ferme représentée Pl. XII, fig. 192, a une portée 1=i5m,OO

une hauteur h 5m,OO; d'où ~==~. Soit t-4moo l'écartement de
deux fermes voisines.
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FERME POLONCEAU AUNE SEULE BIELLE 185

Sur chaque ferme se concentrera une surface:

4 .2 .V 7, 152+ 152 == 4 . 2 . 9 == 72 ~2.

Supposons la couverture faite en ardoises reposant sur U~ lat-
tis en cornières. La charge permanente par mètre superficiel sera
alors de 50 kilos, le poids de la ferme y compris. Al'inclinaison dê

~
correspo'ndent une surcharge de neige de 25 kilos et une pres-

sion de vent de 66 kilos par mètre carré~ (Voir les tableaux II,
V,VII).

La charge quise reporte sur une ferme est alors:

Charge permanente. . .. 50,72 == 3.600 kilos.
Surchargaf(neige). . .'.. 25,72 ==' 1.800 -

.~ Pression du vent. . . . .. 66,72 == 4.752 _.
TOTAL.. . . . . . . 10, {52 kilos.

Le quart 4e ce~te charge se concentr~en chacun des trois points
intermédiaires et le huitième seulement à chaque extrémité de la
poutre. Ce huitième agissant suivant la verticale passant par les
points d'appui s'y transmettra directement et n'exercera aucune

. influence sur la ferme.
La charge. qui se concentre en chaque nœud supérieur est

alors:
. tOt52 .
1== II == III == ~ == 253-8 kIlos

D'où la valeur de la réaction des appuis: .

1+ II + III 3 . !538 .
A=B=2 = 2 ..

3807.kIlos.

Nous avons expliqué dans le courant de cet ouvrage la manière
de déterminer les efforts intérieurs développés dans chaque élé-
ment d'une construction de ce genre; aussi nous bornerons-nous
ici à consigner dans le tableau suivant les résultats relevés sur
l'épure (fig. 193).'

1 ::=: 10 == - 9920 kilos
3"== 9. -2160 -
4 == 7 = - 8480 -

2 == 11 == 8400"kilos
5 =: 8 =:'4140 -

6= 474Q' .......



1.86 EXEMPLES.

Les forces A et B sont les forces extérieures ou réactions qui
sollicitent la ferme. La charge totale qui se reporte sur chaque ap-
pui est plus grande que chaque réaction; elle est égale à la moitié

.de la charge tQtale d'lUH~ferme, c'est-à-dire
1O~o2=:; 02076 kilQS.

:Oe~ eft'Q:rt6 .
d~p,s une ferme ~o1.QuGe~u. à une eeule bie.lle:a le

vent étÇ\n.t su,PJ?osé n,'agir que sur un seul côté de la toiture.

Nous avons donné (Pl. XII, fig. 199 et 200) l'épure d'une ferme
Polonceau à une seule bielle, dans le cas où le vent est supposé
ne frapper qu~ sur un côté de la toiture. Cette ferme a la même
portée, la même hauteur que la ferme (Pl~XII, fig~..192); elle sup-
porte de plu$les mêmes charges.

Le. vent agit d'un seul çôté et perpendiculairement à la surface
de la CQuverture i tQutefois, pour plus de simplicité, DOUSn'avQns
cOnsidéré que la. compQsante verticale du vent agissant sur
la ferrne. Cette hypothèse n'est pas rigoureuse, il est vrai; mais
l'erreu:r ~iJ}si QQmmise est insigniÂa.,pte~ surtQut pour des toi-
tures peu inclinées.

PQur faire ressQrtir la, différence avec. le caS trÇtité ci.-dessl)s,
nous avons pour la ferme (fig. 199) construit le polygone des
forces (fig. 200), en y introduisant les efforts normaux dus au
vent.

Dans ce cas, les charges sont les suivantes:
En chaque nœud supérieur se cQncentre .1350 kilos correspon-

dant à la charge permanente et à la surcharge de neige. L'effort
normal dû au vent e~t pour le point (x, 1190 kilos; pour le PQint

~?il est moitié Q1oindre, c'est-à-dire 595 kilos.
l>ésignQus par J., II~ ru, les forces provenant Çiela chÇ\rge

per~aneIl.te et de la suroharge de neige,.patr If 7.II' le~effQrt& du
vent.

Avant toU,t, il nous faut déterminer la direction des réactions
qui, dans ce ca.s~ ne sont plus verticales et forment l1Ucertain

.
angle avec la. 'Verticale. Les surfaces des appuis sont"'elleshori-
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FERME POLONCmAU A UNE SEULE BIELLE tR'!

zontales, c'est alors le frottement qui tiendra en équilibre la corn...
PQsante llQrizoutale de la pression du vent.

SUPPQSQDSDour un instant que, sous la pression du vent, la
ferme arrive à se déplacer, dans ce cas la résultante fQrJ}1er~
ave(} la. verticale, passant par les points d~appui, un angle
égal à l'angle de frottement des corps en cont~ot, et toute la
résistance possible due à çe frottement s'opposera au mou-
vement.

Supposons, au. contraire, qu'aucun déplacement n'ait lieu, alors
le frottement n'entrera; en ligne de compte qu'autant qu'il sera
nécessaire PQur établir l'équUibr@~

Mais si .la somme des composantes hori~ontalea d~s t)ffo:rt$
agissa.:pt sur la fermeest plus g-rande que la, résistance du~ au
frottement, il n'y aura plus d'équilibre possible. Dans ce cas? il
ne suffira pas de faire reposer simplement la ferme sur ses ap-
puis, il faudra rétahlir l'équilibre d'une autr~ manière, par e~em-
pIe au moyen d'fine butée ou d~un aI).ofag~ capable de résister à
un effort herrizoiHal. Les composantes horizontales des réaoti()n~
A et B doivent alors être égales à III somme des cornposantes
h,ori~ontaJesaas efforts obliques r et Ir t MaJs tes composantes
hori~ontales nécessaires à réquilibrene sont pas égales entre
elle.s, puisque 17intensité de la résistance' due, au frottement ne
dépend pas seulement du coëfficient de frottement de~ corps au

v

contact, mais encore de lÇtgrandeu.r de la pression verticale en
chaque point d'appui.

Scau~ l'aQtiQu de la s~U'oharge parmanente et da la surcharga de
neig~,le~ ré.aQti9n~eD.chaque pQint d'appuisQpt égales entre~les

1 . I+U+IH 2 0' 0 k t let ont pour 'yaeur -bp ~
'~'

.

== ., 2. .10S.

U n'EHl~st pas de rpêIlle des CQmpQsantes verticale.s dues' à

l'. , t: . d
.

t A
. ,,' 3

d l. .
..!. . t. ..

1 '
.d ' I!

.tlC ,lQn..UY@JL. ~JtHH, 4"~ . ~ Cg~PQS,a!haver HHlee -. $~

transmettent ~n Aet
~

en Bt tandis que la ço:rnpO$ante verticale

d@la forGeU' s~ctran§met par moitié en A et eI\ B. .

NOt,$,. avons tracé aupgint <>; la décQmpQsitiQn de;la force l' en.
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une composante horizontale h = '73~kilos, et en une composante
verticale 1)= ~kilos. La forcè II' étant égale à la moitié de l', il
s'en suit que les composantes seront dans le même rapport; cette
décomposition se -trouve également tracée au point ~. Les réac-
tions dues à ces composantes verticales auront donc pour va-
leur à gauche;

3 i
iV + "4v=pq,

à droite:
i! ,;
'4 v

+À
'\J = ps. -- ~"v

Les lignes bq et bs représentent les composantes verticales
des réactions A et B.

Quant à la somme des composantes horizontales, elle se par-
'. bqtage en A et en B dans le rappprt liS',

Ce rapport .peut se construire facilement; pour cela, portons
sur bs la somme b~ des composantes horizontales de II' et de l', -

menons par ~ une verticale et portons sur elle en ~q la compo-
sante verticale de la réaction A. La droite joignant les points s.et
q partagera l'horizontale b~ dans le rapport cherché. Les compo-
santes verticales et horizontales des réactions une fois détermi-
nées, nous pourrons les trouver de suite en grandeur et en direc..
tio:n, et nous aurons:

A == ab == 3800 kilos.
B== bk == i800 ---

Reste à déterminer les efforts développés dans chaque élément
de la ferme. Pour cela, nous porterons (Pl. XII, fig. 200) en.-ab
la réaction A et nous la décomposerons en 1 = ac et 2 = bc.
Passant alors au point rt., nous chercherons la résultante des for-
ces connues l=ac ; I=am et l'=md, et nous la décomposerons
ensuite suivant les directions 3 et 4, et ainsi de suite jusqu'à ce
que nous ayons trouvé les forces 10 = hk et 11 = hb, dont la
résultante doit être égale et parallèle à la réaction B.

-

Les réactions A et B étant parallèles. les points a, b et k de..
vront nécessairement tomber sur une seule et même droite.
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Les résultats de la construction relevés sur l'épure ~ont grou-
pés dans "le tableau suivant:

1 == ac == - 8260 kilos
3 == ce == - 2320 -
4 == ed == - 7500 -
7 == gi == - 5540 -
9 ==gh= 1150-

JO = hk=-8300 -

2 == hc == 7560 kilos
5 == et == 4200 -
6 == rh == 3750 -
8 ==gf == 3650 -

il =hb= 6760 -

Si nous comparons les résultats" ci-dessus avec ceux trouvés
pour la ferme (fig. 192)"nous ver::r6.nsque toutes les forces inté-
rieures à l'exception de"'3/et 5 ont nne intensité moindre.

Ici encore les forces A et B, qui sollicitent la ferme, sont plus
petites que les charges qui se cop.centrent en chaque. point' d'ap-
pui."

Ferme Polonceau à trois bielles.

La ferme Bolonceau (Pl. XII, fige 194)-.a une portée l==20,niOO

et une hauteur <h::::5,moo;d'où le rapport ~' {. Les fermes étal)t

placées à un éc~rtement t == 5,roOO, chacuned'elle portera une
surface:

5.2. Vw:!+'52=5.2. H,i8 =:1Hm2,8

soit en chiffres ronds 112M2.
Supposons la couverture en tôle galvanisée assujettie sur des

cornières. La charge permanente par mètre superficiel sera alors
de 25 kilos. (Voir le tableau II). Quant aux surcharges, celle due
à la neige sera de 27 kilos et celle due à l'action du vent. de 45
kilos par mèt~e <carré. (Consulter le tableau Vet VII). '

La charge totale se' reportant sur une ferme pourra s'estimer
ainsi qu'~lsuit:

Charge permanente.. . . .
Surcharge (neige).. . . . .
Pression due au vent. . '. .

25.112 =-

27.112 ==

45.112 ==

"TOTAL. . .

2800 kilos.
3024 -
5040-

10864 kilos.
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Les forces agissa.nt en chaquo nœud supéri<:HIrseront:. .

1ô864
1= II = III = IV == V == VI= VlI= s-= i358kilos

, ..
et les. reactIons :

. 7 . i 358 .
A :ri:;B ::::t

2 .
4753 kIlos,

Nous avons établi (page 136), par la 11léthodédite dés moments
statiques, les équations donnant les efforts dans chaque élé-

.

ment de cette ferme, nol.1Sn'aurons donc plus qu'à calculer là
longueur des dÎfférents bras de levier et à remplacer dans lesdites
équations les lettres :RaI'leurs valeurs numériques.

Avant tout, il nous faut déterminer les bras de levier.
.

t;arbalétrier a, comme nous l'avons vu plus haut; une Ion...
gueur :

. I~~'~";;i
yp:::::4n ,.V1O+5 ==H,mi8

d'où:
2 n

'.

5m,09

n =2m,795.

Quant à l'écartement des pannes, mesuré suivant l'horizontale)
il est:

m =~m,~O.
D'où:

2m= 5m,OO
3m :.7m,oO
~m~iO'm,ÙÙi

Désignons (Pl.xn~ fig.198) par {f} la distancé' horizontale-dés
p'oints ~ et ~, nous pourrons mesurer cette longueur œ ouencor'e
la calculer au moyen des triangles Bemblables d7'ODet Day-

Nous aurons en effet: .
x . 3d
~a= 'la

ou bien:
~.. _1, [)

2,~-T
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La valeur cherchée sera:
i,5 . 2,5 ~... _o.

x== 5
=om,75.

D'où:
x
2' = om,375.

Soit y la distance des points 7t' et ~.
Cette longueur peut ou bien se mesürer directement ou êncore

se calculer au' m~yen de triangles samblables 7t'~det ~ay, qui
donnent la relation suivanle :

y ~n
~d == 2 m

y 0,59
ou: 15=5-,

La valêûr. dé y tirée de cette équation est:

1,5. 5,o~ '-.-.y - .
'~f' ~ im,677

D'où ~
y- == om,8385
2

Nous obtiendro~s de n1~mê la longueur de la perpêndiculaire
abaissée du point ~ sur la droite "7t'1'Nons POllV°1!S, eh effét,
écrÏre la proportion:

z 2.11,
-Y-2. q

où q represente la longueur y7t''ét a pour valeur:

2 q ==VT2 + 5 . 752 == 5m)837

Nous aurons par suite:

5,59
Z~ f ,67701837' ~ t ID, 606.

.. .

D'ou:
2 z- 3m,2i2
z . ..
- .--1\'ffi.tl1\1J
2 -u iuva~

J1{emplaçantalor.E1par leurs valeurs les lettres dans les équa-
tions établies à la page 1.36,nous trouverons l'intensité des efforts
développés dans chaque élément, savoir:
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A(~+~) '476;}+2,875
i==

. ==.
y. 0,a38
2

A.m
2== z-

== : t6322 kOI

2, 5 . 4760- 1

0,803 = 148t9, 4

2
1 . m 1360 . 2,5

3= - = H =n 2,795

A(m+~)-I. ~ - 4760. 2.875 - i360. 0 . 375
"

:

4== - == - tQ7t2, 6
1J. 0,8385

2

== - t2i6, 4

1. m 1360. 2,5
5 = --;- = , 1,606

A.2m-I.m 4760.5-i360.2,5
ft= ' -- --'---' = .z 1,606

== 2H6, f

== 12712, 6

III .m9= =5z
1 . 3 m + 9 . z 1360 .7 , 5 + 2116, { . f, 606

7 =
2 n = 2 X 2 ,795

8=
A ( 2 m + x ) - 1( m+ 2 x)+ 9 . Z

y
4760 . 5, 75 - 1360 . 4 + 2U6,1 . 1,606

8 r=
t 677 ',

A. 4m-I .6m 4760. tO - f360 . i5
14== .

4 = 4
5h

I.3m-9.z-14.htQ==
2'

.
,-.Z t)

iO ==
1360 . 7,5 - 2H6,1 . f ,606 - 6800 . 1

3,212 .

i2 = A l2m + x) - 1 . 3 x ~ 4760.5,75 - i360. 2.25
== - 14496, 1

Y 1,677 -

h
. 1.6 m + 14 "5 1360. i5 + 6800 . i
f3=

2z 3,212

La détermination graphique de ces forces se trouve également
iIidiquée(Pl. XII, fig. 195). Le procédé n'offre rien de particulier,

. si ce n'est pour le point o. En effet, la résultante ad des' fqrces

= 2H6, f

= - 2432, 6

= - 151H, 5

. = 6800

= 6350, 7

= 8468,2
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FERMES DE FAIBLES PORTÉES 1.93

connues 5, 4, II doit être décomposée suivant les trois directions
7, 9, 8, qui se coupent au même point. Le problème se trouve
par conséquent indéterminé. Pour le résoudre, il nous faut avoir
recours à une hypothèse, et nous poserons la condition 5==9.Nous
mènerons par les points a et d des parallèles aux forces 7 et 8 et
tracerons entre 7 et RIa force bc = 9, symétriquementà la force 5.

Fermes employées dans le cas de faibles portées

La ferme représentée (Pl. XII, fige 201) a une portée 1==10m,00,

une hauteur h==4m,00,d'où le rapport ~ ~. Supposons la couver-
ture faite en ardoises, le poids permanent sera alors de 50 kilos
parM2; quant aux surcharges, celle due à la neige, de 53k5, et
celle due au vent, de 87,5 par M2.

Si les fermes se trouvent placées à un écartement t = 3m,00,
chacune d'elle portera une surface:

9 . 2Vf,2 + 4"2 == 3 .2 . 6 . 2 == 39mc,2

La charge qui se concentrera sur une ferme pourra s'évaluer
. .

'aInSI:
, ,

Charge permanente.. . . .
Surcharge (neige).. . '. . .
Pression due au vent. . .

50 . 37,2 == 1860 kilos.
53,5 . 37,2 == 1990 -
87,5 . 37,2 == 3255 -
TOTAL.. .. 7105 kilos.

Les forces agissant en chaque nœud supérieur seront:
7105 '

1 ::=::II == HI == 4 == 1776 k,2.

D'où la valeur des réactions:
,

3 X 1776,2 , ,
"'k ",A == B ==

2 - 2,66<> ,<>.

L'épure correspondant à ce cas est tracée (Pl. XII. fige 202).
Le tableau suivant résume les résultats trouvés:

i == 8 == 7 43fO kilos. 2 :::: 9 == 3370 kilos.
4 = 6 == --'- 2860 -

' 5 == 1776 -
3 = 7 == - 1450 -

13
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La ferme représentée (Pl. XII, fig. 203) a la même portée et la
même hauteur que la ferme précédente et se trouve de plus sou-
mise à l'influence des mêmes charges.

Nous supposerons ici que la ferme proprement dite est la pou-
tre abcd et que la charge II se rapporte aux points b et c par
l'intermédiaire des arbalétriers be et ec. Les arbalétriers peuvent
donc être considérés comme nécessités par la forme à donner à
la toiture.

Portons (Pl. XII, fige 204) la force II en or et décomposons-la
suivant des p::lrallèles aux éléments be et ec. Les droites os = 5' et
sr = 6' représenteront les forces reportées aux points b et c par
l'intermédiaire de be et de ec.

Reste à déterminer les efforts dans la poutre abcd. Nous en tra-
cerons facilement l'épure en observant qu'au point b agissent
les forces l et 5' et au point c, les forces III et 6'.

1 ' .
A

l+II+UI
d 'Pour cela, portons en qt a reactIon :..::

2 et ecompo-
sons-la suivant les directions 1 et 2. La force 1 composée avec l
et 5' a pour résultante vs = 3; de même la force 3, composée avec
III et 6' donnera la force vn= 4. Cette dernière, composée avec 2,
devra nécessairement avoir pour résultante la réaction B.

Le tableau suivant résume les résultats relevés sur cette
épure:

1 = 4 == - 4310 kilos.
3 == - 2270 -

2 =-:: 3370-

5' ::::::- 1420 kilos.
6' == - 1420 -

Si nous comparons ces résultats avec ceux trouvés pour la
ferme (fig. 201), nous verrons que l'avantage est pour cette der-
nière. Par contre, la ferme (fig. 203) se compose d'un nombre
moindre d'éléments. Mais cette ferme, pour ne pas travailler à la
flexion, doit toujours se trouver surchargée symétriquement par
rapport à son axe. Si donc nous posons comme condition que les
éléments constituant cette ferme ne doivent résister qu'à des ef-
forts de traction et de compression, il s'en suit que nous ne pour-
rons employer ce mode de construction que dans le cas où elle se
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trouvera à l'abri du vent, par exemple pour couvrir une cour en-
tourée de murs. '

Comparaison de quelques systèmes de fermes

Les fermes représentées fige 205, 207, 209 et 211, Pl. XIII, ont
toutes même portée, même hauteur, et supportent de plus les mê-
mes charges. Elles ne diffèrent que par la disposition des barres
de treillis. La première de ces fermes est une ferme Polonceau,
la troisième et la quatrième sont du système anglais; quant à la
deuxième, elle a toutes ses barres de treillis inclinées sur la ver-
ticale.

Pour comparer ces différents systèmes, nous les traiterons tous
quatre ensemble.

La portée de ces fermes est l- 25m,00, leur hauteur h = 5IU,00,
.

d', ,
l t

h 1 +' .
d

)\
t

,
ou e rappor 7

~

5"'
:Deuxlerm.es succeSSives e meme sys eme

sont placées à un écartement t= 6moo.

Si nous supposons la toiture en tôle plane galvanisée, assujettie
sur des cornières, nous pourrons évaluer les charges au mètre
superficiel ainsi qu'il a été dit plus haut.

Charge permanente. . . .. ..
Surcharge (neige).. . . . . ..
Pression due au vent. .';,. ..

TOTAL.. ... 87 kilos.

Chaque ferme portera une surface:

25 kilos.
28 -
3~ -

6 . 2V~ + 12,52::::::6.2 . 13,5:=:: 162 M2

ou bien un poids de
t 62 . 87 = 14094 kilos.

Les charges agissant en chaque nœud supérieur seront:

140941 =II==III==IV== V== VI==VII= s- == 176ik,75.

D'où la valeur de réaction:
\

'

A -- B--
1761,75.7

2 == 6166k,12.
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Les épures correspondant à chacune de ces fermes sont tracées
(Pl. XIII, fig. 206, 208, 210 et 212), et le tableau suivant résume
les résultats relevés sur ces épures:

FERME POLONCEAU
FER~IE A TREILLIS

FERME ANGLAISE FERME \NGLAISE

tig. 205 et 206
INCLINÉS

tig. 207 et 208
tig. 209 et 210 fig. 211 et 212

A'rbalétriel'S

1=26=-16600 k. 1=26=-16600 k. 1=25=-166001\..11 =26=-16600 k.
4=22=-15950 4=22=-15040 4=22=-14250 \4=22= -16600
8 =18 = -15300 8 =18 = -12800 5 = 18 =-11900

1

8 =18 = -14210

12 =15 =-14650 12 = 15 = -10500 10 =14 =- 9550 12 = 15 = -11820

Entl'aits '
2 = 27 =15440 k. 2 =24 = 15440 k

"
6 = 24 =13210 8 = 20 =13260

10 = 20 = 10980 12 = 16 = 11080

14 = 8750

2 = 27 = 15440 k.
6 = 24 = 13220

14 = 8780

2 = 27 = 15440 k.

6 =24 = 13210

10 = 20 = 10980
14= 8750

Bm'res de ll'eillis compl'imées
3=25=11=17=-1640k. 3=25=--1840 k. 3==23=-2300 k. 3=35=-1760 k.

7= 21= - 3280 7= 21= -2500 7= 19=.,-2860 7=21 = -2670
U=17=-32S0 11=17=-3180 11=17=-3520

~

Barres de treillis tendues
5=9=19=23=2220k'

l

5=23=1400.1>... 5=21= 900k.

/

10= 20= 4440 9 = 19==2300 9 = 17= 1800
13= 16= 6660 13= 16= 3200 13= 5400.

5=23=2840
9 = 19 = 3480

13 = 16 = 4180

Poutre à .treillis symétrique

Soit l = 20mla longu~ur de la poutre représentée Pl. XIV, fige
2i3,et h===2msa hauteur ; le rapport entre la portée et la hauteur

.

m f
.

est donc 7=10.
Soit de plus 1=11 =TIl= IV = V =4\ les forces qui agissent

aux nœuds supérieurs. Les réactions des points d'appui auront
par suite pour valeur A = B = f Ot.
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Construisons (fig. 214) le polygone des forces avec unetensibn
horizontale h ==2rn et (fig. 215) le polygone funiculaire corres-
pondant. Les ordonnées tracées dans ce dernier représenteront
alors les efforts développés dans les membrures à une échelle
deux fois trop grande, et nous aurons:

2 == 18 == 10t 4 == 16 == - f6t

6 == 14 == 22 8 == 12 == - 24
10=. 9,6

La construction des efforts agissant dans les barres de treillis
se trouve indiquée (fig. 216). Ces efforts sont représentés par des
traits, soit doubles, soit simples. suivant que la barre de treillis
correspondante est comprimée ou tendue. Les indices placés au
milieu (fig.-216) correspondent à la poutre (fig. 2'13). Le tableau
suivantrésume les valeurs relevées sur l'épure, savoir:

1 == 19 ==- 14t,15 3 = -17==81,49
5 == 15 == - 8,49 7 == 13 == 2, 83
9==11==- 2,83

Poutre en treillis avec montants travaillant
à la compression

La poutre représentée (Pl. XIV, fig. 217) ala même portée, la
même hauteur que la poutre (fig. 213); elle se trouve, de plus, sou-
mise à l'action des mêmes charges, d'où:

l == 20m ; h == 2m

I==II==IlI=lV==V==4t ; A==B==10t

Les ordonnées du polygone funiculaire (fig. 216) représentent
les efforts dans les membrures en double grandeur puisque h==2nt.
Les indices supérieurs de la partie gauche se rapportent à ce cas,
savou" :

2 - 36 == - fût
4==32==-16
8 == 28 == - 22

12 ==24 ==--24

16= 20==-26

Les efforts développés dans les barres de treillis sont indiqués.

7 == 34 == 10t

1Ù==30-=16

14 ===26 == 22

18 == 22 == 24
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sur la partie gauche de la (fig. '?16), également au moyen, de
lignes de pointillés doubles et simples. Les indices inclinés se
rapportent aux barres inclinées et les indices droits inférieurs
aux montants. Le tableau suivant résume les valeurs de ces
efforts:

3 == 35 == -.:- 10t

7 == 11 ==27 :..31 ==- ô
15 ~ 23 ==- 2

19 ==- 4

Les mêmes valeurs se trouvent également dans le polygone
des forces (fig. 219). Ainsi, par exemple:

10==30==4==32==2. Yo:==2. 8t=16t
24:= 26 ==,8 ==28::::::2 .Y(3== 2 . 1tt:= 22t

1 == 37 == 14t, 15

5 == 9 == 33 == 29 == 8, 49
13 == 17 == 21 == 25 == 2, 83

'

Poutre en treillis avec montants travaillant
à la traction

La poutre représentée (PI. XIV, fig. 218) a également la même
portée et la même hauteur que les précédentes, et porte les mê-
mes charges, c'est-à..dire :

l == 20m ; m ==== 2m

I == II == III == IV == V = 4t ; A::::::B -:- 10t

Les efforts développés dans les membrures sont tracés en traits
pleins sur la partie gauche de la (fig. 215); mais, cette fois? les
indices inférieurs sont à considérer.'

,

Quant aux efforts agissar.t dans les barres de treillis, ils, se trou-
vent indiqués (fig. 215) au moyen de traits pointillés et à gaucJ;1e.

Les valeurs relevées sur l'épure donnent pour les membrures ~
32 == 4 == - 10t 36::::::2 = 10t
8 - 28 - - 16 34 - 6 - 16

12 = 24 == -22 30:-10 =22
16= 20=- 24 26 ===14= 24

18 == 26

pour le treillis:
37=1=-141,15

33=29= 5=9=-8,49
~5-21 = 13= i 7= - 2 ,83

. j
.1

"

35= 31= 3'= 7=6t
1;27=23= 11 =15 = 2t
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Épure d'une ferme composée de poutres
de plusieurs systèmes

Soit (Pl. XIV, fig. 220) une toiture représentée par ses trois
projections, ayant en plan 35mde longueur et 2Rmde largeur, et
ayant en élévation comme plus grande hauteur:

h+ hj = 3m,5+ 2m,333 = 5m,833.

Les deux fermes principales qui composent cette toiture sont
dessinées (fig. 220) à une échelle double, et l'une d'elle se trouve
indiquée en plan par les lettres mn. La poutre principale est repré-
sentée dans l'élévation par la ligne brisée mbrn, quant à la poutre
bkr,elle ne constitue à proprement dire qu'un couronnement
exigé p;ar la forme de la couverture.

Les deux fermes principales se trouvent placées à un écarte-
ment de 20m et sont réunies entre elles par l'intermédjaire de
deux poutres en treillis de 20mde portée et aux murs de clôture

, par quatre poutres de 7m50 de portée. Ces poutres ont une hau-
teur de 3m,50 et sont désignées en plan par bp et bz ; elles sont

"~

de plus dessinées à une échelle double [(Pl. XIV, fig. 229) et

(Pl. XV, fig. 231) J.
L'espace compris entre les deux fermes\principales et les pou-

tres en treilJis sur une longueur de 20m et une largeur de 14m
doit rester libre, ainsi que ceux compris entre les poutres en
treillis et les murs de clôture sur une longueur de 14met une lar-
geur de 7m 50'. ,

Cette toiture ainsi qu'on peut le voir se composera donc de 7
fermes Polonceau à une seule bielle (fig. 223) et de 7 fermes de
la forme indiquée (fig. 225).

Si nous supposons maintenant 'que l'espace compris entre les
poutres en treillis doit être vitré et le reste couvert en tôle ondu-
lée galvanisée et si nous choisissons comme rapports de la hau-

t 1
1 t

. .
t ~ 1.teur à l'ouverture des suppor s -

6
pour a par le VIree et - pour

, 4
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la partie couverte en tôle ondulée, nous pourrons estimer ainsi
qu'il suit les charges au mètre superficiel de couverture.

Partie vitrée:
Chargepermanente. . . . .
Surcharge(neige). . . . . .
Pression duvent. . . . . . .

TOTAL

Partie couverte en tôle ondulée:
Chargepermanente. . . . .. 24 kilos.
Surcharge (neige). . . . . .. 53 -
Pressiondu vent. . . . . ., 45 -

60 kilos.
56 -
28 -
144 kilos.

TOTAL 122 kilos.

Nous avons représenté sur la gauche du plan au moyen de li-
gQes pointillées les différentes surfaces qui se reportent sur. cha-
que poutre.

Les fermes principales mn portent en plus chacune la moitié
du poids des poutres en treillis, qui s'attachent sur elles. De
même la poutre bp portera en plus la demi-charge provenant des
cinq ferI?es Polonceau et des cinq autres fermes plus petites.
Quant à la poutre bz, elle se trouvera encore chargée par la
ferme Polonceau tv et la poutre st.

Il nous reste à déterminer les efforts intérieurs pour chaque
élément entrant dans la construction. Pour cela, calculons la lar-
geur de la toiture suivant l'inclinaison. Nous aurons:

mb = Vmà2 + h2 = y72 + 3,52= 7m82[i

bk = Vbel + h21 = V72 + 2,332=7m,375.

10Calcul de la ferme et (fig. 223):

Les forces agissant sur cette ferme sont:

11=111 = IlI1 = 3,333 .3,68 .144= 1770k

et les réactions des appuis:

Ai = B1 = IJ + 1I2 + III1
=

3 .
~770 = 2655k.
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Le polygone des forces (fig. 224) nous fournit les résultats sui-
vants :

1= 14= - 8420kil. 2= iO= 8000
4= 8= - 7850- 6= 5340
3 = 9= -11)70- 5= 7=2650
2° Calcul de la ferme ce (fig. 225) :

lu= 3,333 . 3,9f2 . f22 = i589k

III
Au = Bu= - = 794k~

2

Le polygone des forces (fig. 226) nous donne les valeurs SUl-
vantes:

t = 4 =- 1780 kil.
3 = ". 1589

2 = 1580 kil.
5 = 2260

3° Calcul de la ferme st :

La ferme st a la même forme que la ferme ce, mais supporte
une charge un peu plus forte.

lIIl=3,75. 3,912. i22= i789k
lm k "Am= BIll= - = 894

'
0.

2

L~s efforts intérieurs sont donnés par le polygone des forces
(fig. 226).

f == 4 =- 1995 kilo
3 = -1789 -

2 = i770 kil.

5 = 2520

4° Calcul de la fei'me tv :
Cette ferme est de construction analogue à celle de la ferme

ef, mais se trouve un peu plus chargée.
Ily;::= IIlv == IIIIV= 3,75 . 3,68 . 144 == 1987"

3 . ~987
Alv==B1v= 2 = 2980k.

Les efforts dans chaque élément de cette ferme pourront se
déterminer ainsi que nous l'avons fait pour la ferme et ou bien
encore plus simplement\en multipliant les résultats trouvés (fig.

224) par le rapport 1;; = ~:y. D'où le rapport ci-dessous:

1= if =-9400kil. 2= 10= 8930kil.
4 = 8= - 8780 - 6 =. 5951) -
3= 9 == - 1850- 5 == 7 -=2960--
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5' Calcul de la poutre bp (Pl. XV, fig. 231) :

h lIn

h=~=~~=~=~+T=&+~

Iv =. . . . . . . . Vv = 885+ 794,5 + 2655 + 794,15 = 15129k

5 . 5129.
2 k ..Av= Bv~

2' "
128 2 ,0

Les résultats suivants ont été relevés sur l'épure (Pl. XV,

fig. 232).

2::::20::::; - 12200 kilo
4=16=-19520 -
8;=: 12 ==- 21940 --

3 == 19'
.- t 2820 - .

7 ~ i5 -- - 7690-

if == -- 5130----

6° Calcul de la poutre bz (fig. 229) :

6= 18 == 12200 kil.

10 = 14 = 19520 -
1 = 21 = 18000 -
5 = 17= 10800-
9==13= 3600-

lm Irv
Ilv=:Z 2" +"2 +Am + Alv= 894,5 + 993,15+894,5+ 2980

Ivl = 15762k,15

l .

AVI==::'BVI-: ;1 =2881k,2o

Le polygone des forces (fig. 230) fournit les résultats ci-des-
sous:

2 :::::4 :::::- 3060kil.
3 ::::: - 5762,5

7° Calcul de la ferrite principale mn (fig. 220):

Les forces qui agissent sur cette ferme peuvent se grouper
ainsi qu'il suit: .

.

ln IIII
1 == VII=:"2 + 2" ==794,5 + 894,5 == 1689k

1 hv II
n-VI;:::2 +"4 +4 + Av+ AVI==

Il ~ VI= 844,5+496,75 +442,5 -12487,D +2881,20'-:" 174871t,~
. h + hv .

.

111==IV= V= 2' 2" = 885 + 993,15 == 1878k,15

1 == 5 = 4220 kil.

d'où:
.

A = B = 1 + 11+ 111+ IV + V + VI+ yu
2.
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A == B ==
~ (

2 . 1+ 2 . II + 3 . Ill)

3
A ~ B::::: 1689 + 17487,5 + 21878,5 :": 2! 994k,25

Soit A ===B ==22t (en chiffres ronds).

La partie de la toiture qui se reporte sur la moitié d'une ferme
principale est indiquée sur le plan à droite par un trait pointiné~
Nous pourrons donc encore, au moyen de cette surface; ca1cule~
la valeur de la réaction A, ce qui servira de contrôle au calcul
. . ~. .

donné ci-dessus. Nous aurons en effet: .

A - B== 13,75.7,375. f44k+!3,75. 3,912. 122k

+1.9156 (3,'~33+ 3,;5°) 122k.

A;::: B:::: 14592 +61558 +844 ..' 21994k
Soit A ==B:::::22t

Il résulte du genre même de la construction de cettef:oiture que
toutes les forces pourront être considér~es comme agissant aux
nœuds supérieurs. L'épure de la ferme principale mn (fig. 220)
est tracée (Pl. XIX, fige 221); elle fournit les résultats sui-
vants :

1 == 25 - - 48800 kil.
4-22==-46940 -
8==18~--44720-

12==14- - 45640-
3 =='~3-:- - 1900 -
5==21==- 875-'-
9 == f7 ==- 2817-

13=- 1878-

Si la poutre en treillis (Pl.. XV, fig. 23t) se trouvait remplacée
par la poutre (Pl. XIV, fige 227), l'hYPQthèse faite ci-dessus ne
serait plus admissible, c'est-à-dire que la force II ne pourrait plus
être considérée cûmme agissant en b (fig. 220). Dans ce cas, il
faudrait admettre que l~ charge, qui se répartit sur cette poutre,
vient se concentrer au' point inférieur a de la ferme principale.
Alors, les for~es 2 et 3 seraient à composer au point a avec
la force" II et leur résultante àdécQrnp.oser suivant les' direc-
tions 5 et 6.
1" ;-

"
.. .... . ~

2 -:- 24 == 43620 kil.
6 ==20 - 41920 -

10 == 16 -'- 44720 -
7 == 19'~ 3960-

11 == 15 == 1250-
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Ce tracé se trouve également fait sur l'épure (fig~221) où la
force II se trouve placée en ob. La résultante II + 2 + 3, décom-
posée suivant les deux directions 5 et 6, donne en tb = 6 et en
(3==5 les valeurs cherchées, comme l'indique le tracé pointillé.
La force 5 est alors dans ce cas augmentée de la quantité ob =11.
Quant aux autres forces intérieures, elles conservent la même
intensité. (Voir à ce sujet le tracé pointillé donnant les forces
7 et 8).

Si la force II se répartit par moitié au nœud supérieur b et aù

nœud inférieur a, il faut alors porter sur l'épure la force I~ en

od où la ligne g3 représente la force 5. Dans ce cas, la force 5 est

plus grande de la quantité ~Ique dans celui où la force II se con-

centre entièrement en b. Quant aux autres forces, elles conser-
vent la même intensité. (Consulter à ce sujet le tracé en. poin~
tillés. )

Les barres de treillis figurées en traits pointillrs (Pl. XIV, fige
220, 225, 227 et 229, et Pl. XV, fige 231) sont à considérer comme
éléments complétant la construction.

La poutre (Pl. XIV, fige 227), a 20mde longueur et 3m,50de
hauteur. Les charges qu'elle supporte sont les suivantes:

Iv = lIv == Illv == IVv ==Vv == ~129 kit

Quant aa'\: réactions des appuis, elles ont pour valeur:

A = B == 12822,3.

L'épure (fig. 228) donne la grandeur des forces développées
dans chaque élément de cette poutre, savoir:

i == 19 ~ -17680kil. 2 == 18 == 12100kil.

4 = 16.== -1~780 - 6 == 14= 19440 ~

8== 12=-27400- 10=22000 ~

D= H> == - 8580 - 3 == 17 == 8580-
9 == :1:1 == - 2900 - 7:.::: f3

.
2900-

Poutre parabolique à membrure supérieure,

de section. constante

La poutre parabolique (Pl. XVI, fig. 244) a une por~ée i ==36met
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une flèche 1n == ~
== 6m . Soit, de plus, t==8m l'écartement des

deux poutres consécutives. Pour calculer les charges qui se con-
centrent en chacun des nœuds d'une poutre, nous supposerons la
vraie surface de la toiture remplacée par un plan passant par l'un
des points d'appui et par le milieu de la membrure supérieure.

La largeur de ce plan est alors x= V ~ + m2 == V182 + (;2= i8m,98.

Il suit de l'hypothèse ci-dessus que le vent exercera une action
plus forte sur ce plan que sur la vraie surface de la toiture; par
contre, la neige aura une influence moindre. Si la couverture est
supposée faite en tôle ondulée galvanisée reposant sur des cor-
nières, la charge uniformément répartie par mètre superficiel
pourra s'évaluer ainsi qu'il suit:

Charge permanente. . .. 22 kilos.
Surcharge(neige).. . . .. 56-
Pr~ssiondu vent. . . . .. 28-

.
TOTAL.. . . .. 106 kilos.

Sur chaque ferme se répartit une surface de :
2 x . 8 == 2 . 18,98 . 8 = 303m2,68.

La charge totale sera:
303,68 . 106 = 32190k,08

D'où la valeur des efforts concentrés S\lr chaque nœud:

1 == II == III = . . . . . . . .VIII =321 ~O,O8
3576k7

,

oÙla force du vent entre pour 945 kilos.
Quant aux réactions des appuis, elles sont:

3576 7 . 8
A =B == '2 == f4306k 7 .

)

Prenant alors h == 2m == 12m,20, nous trouverons (fig. 246) la
valeur de la force constante agissant dans la membrure supé-
rieure :' .

14 == 2 Y4 == 2. fi t,92 ==23t,84.

En appliquant à la recherche des efforts développés dans les
autres éléments de cette poutre la méthode donnée page 151, nous
pourrons dresser le tableau suivant:
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1 == 4 == 6.== 10 == 14 == 18 == 22 == 26 == 29 == - 23,840kil.
5 ==25 == - 2,700 kil.2 == 28 == 19,000 -
9 = '2t == - 400 - 8 ==24 == 22,400 -

13:::: 17 '- - 1,400 - 12.::: 20 ..: 22,800 -
16 == 23,840 -

3 == 27 == 4,320 -
7 == 23 == 520 -

11. 19 == 1,640 -
15-= 0 -

Poutre parabolique â. membrure inférieure
de section constante

La poutre représentée (Pl. XVI, fig.248) a la même portée, la
même flèche que la poutre parabolique précédente; elle se trouve
de plus soumise à l'action des mêmes charges.

Nous avons alors:
l ==36m,00 ; m == 6m,00

1:::: Il =: III -. . . . . .==VIII == 3t,5767
A B= 14t3068

Sous l'influence de la surcharge s'étendant sur toute la lon-
gueur de la poutre, l'effort développé dans la membrure infé-
rieure est constant.

Or, h == 2m. D'où il suit:
18=2Y4=2.1lt,92=23t,84.

Les barres de treillis ne supportent aucun effort sous la sur-
charge totale. Le polygone des forces 0 'ab, tracé en pointillés
(fig. 245), donne la valeur des forces agissant dans les différents
éléments, savoir:'

2= 6 = 10= 14=18=22 ==26:'-'- 30 = 32 =23t,84
1=33=-27t84
4=28=-26,18
8=24=-24,96
12 =20 =- 24,14
16= -23,84

Si nous supposons maintenant que la partie droite de la poutre
se trouve seule soumise à l'action du vent, il faudra alors négli-
ger pour la partie gauche l'effort du vent, et nous aUrons:



1.= - 22t;50 2= H)t24
,

4=-21 ,20 6:::::: 19,42

8 --' -20,30 10= 19,80
12 ==- 20,06 14== 20,50

16=-20,52 18== 21., 18

20=-21,72 22= 21, 18

24::= - 22,76 25 == 21, 50

28==-24,,10 30:::::: 2 t , 80

33 == - 25,70 32== 21,96
,...

0,24 3= 0,200==-
9==- 0,64 7== 0,48

13=- 1,20 Ii== 0,96
17 ==- 1,28 15 == 1,02
21 == 0,54 19== 0,00

25== 0,48 23 == - 0,40

29 == 2,60 27 == - 0,36
31 == - 0,20

POUTRE EN FORME DE CROISSANT 207

l' =11' = III' = IV' = 1- Ot,945= 3t,;576- Ot,945= 2t,631.

D,ans ce cas, les réactions des appuis deviennent:
A = 11t,58; B= 13t,25.

Ces réactions étant inégales, il en sera de même des efforts
développés dans les éléments composant la poutre.

Le tableau suivant résume ces efforts:

Poutre en forme de croissa.nt

La poutre en forme de croissant, représentée (Pl. XVI, fig.
249), a sa membrure supérieure ~dentique à celle de la poutre
(fig. 248). Elle a, de pIns, même portée, même flèche et se trouve
soumise à l'action des mêrp.es charges, d'où:

l == 36m,00 ; m=6m,00
1==Il ==III ==. . . . . ==VIII = 3t576. A ==B ==14t,306.

Quant à la membrure jnférieure, elle a comme flèche
1

?n =
1m,50.

En opérant comme nous l'avons fait plus haut, nous aurons:
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1
Y4. h

i6== 8= 3
4m

Or, h == 2m, d'où il suit:
8 8

i6 = t8 =:3 Y4==3Ht,92 = 31t,79.

Sous l'influence de la charge totale, les barres inclinées du
treillis ne sè trouvent soumises à aucun effort.

Quant aux forces agissant dans les différents éléments de la
construction, nous les trouverons dans le polygone des forces
(fig. 250), et nous pourrons, par suite, les résumer dans letableau
ci-dessous:

i ==33= - 37t,t4
4= 28==-34, 90
8 == 24 ==- 33,20

12= 20=-32,14
i6= -31,79

2 = 32 == 32t,08

6 == 30 == 31 , 92
10-26 = 3i, 80
14 == 22 == 3i, 74

J8== 3i,79
3 ==31 = 1, 19
7 = 27 = 1, 19
11-23= 1,19
H>=i9= i,i9

Dans le cas où le vent n'agira que sur un seul côté, les forces
intérieures seront les suivantes:

i---== - 30t,86
4= - 29, 20

8=-28,26
12 ==- 28, 40
i6==:-20,10
20 = - 29, 40
24 = - 30, 72
28 ==:- 32, 80
3~ ==:- 33, 20

5 ==: 0, 20
9 ==: 0, 60

f3==: i,44
17 ==: 1, 40
21 ==:- 0,36
25==:- 0,58
29== - 0,44

2 == 26t,78
6= 26,60

10 == 26, 68
U == 27, ..0

18 = 28, i 2
22 = 29, 40

26 = 30, 00
30 == 30, 50
32 ==:30, 68

2 ~ 1, 20
7 == i , 00

fi == 0, 60

15==: 0,20

19== 0,44
23 == f, 42
'>7

.
,"" ==: 1,36
3i ==t, 30
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Ferme reposant en deux points intermédiaires.

La ferme représentée (Pl. XVI, fig. 251.) a une longueur
l ==30m,00. Quant à ses points d'appui, ils sont à gm,OOde distance
de l'axe de la ferme et se trouvent de plus de om,50en contre-bas
des extrémités de la poutre.

Nous avons admis une couverture en zinc sur toute la largeur

du toit, à l'exception de la partie milieu, soit i l, qui se trouve
-

;)

vitrée.
.

. h 5 1. .
Or,' comme nous avons priS 1 == 30==6' nous pourrons estimer

- la charge, au mètre superficiel, ainsi qu'il suit:
Pour la partie couverte en zinc:

Charge permanente. '. . .
Surcharge' (neige). . .
Pression du vent. . . . .

TOTAL. . .

Pour la partie vitrée:
Charge permanente. . . .
Surcharge (neige). .
Pression du vent.. .

60 kilos.
56 -

. .. . 28 -

TOTAL. . . .

24 kilos.
56 -
28 ~

108 kilos.

144 kilos.

La demi-largeur du toit est:

x= V G )'+h'= Vi5'+ 5'= i5m,77.

Si les fermes sont supposées à un écartement t ::;:5m,OO,îl s'en
suit que chacune d'elles sy.pportéra une surface de couverture:

2 . 15,77 . 5,00 = H)7m2,7

dont la cinquième partie se trouve vitrée. La charge est donc la
suivante.

Pour la partie couverte en zinc:
126,16 . 108 =- 13625k,28 ;

lit
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Pour la partie vitrée:
3t,54 . 144 == 4i54ik,i6.

D. ,
'OU:

A + B == 18167k,04.

Les pannes se trouvant écartées de 3m,00, les charges qui se
concentrent en chaque nœud auront pour valeur:

1
1 == XI == 16

. 13625,28 == 851k,iJ8

II == lU == IV == VIIr == IX == X == 2.1 == 1703k,16

1
V == VII == 1 +""4 4541k,76 == 851,58 + H35,44 == i987k,02

1
VI:= 2" 4541,76 == 2270k,88.

On voit, à la simple inspection du polygone des forces (fig.252),
que, sous l'action de la cl.large totale, les efforts intérieurs sont
relativement faibles. Le tableau suivant résume les forces déve-
loppées dans chaque élén1ent :

2 == 36 ==- 2iOO Ki!.
6 ~ 34 == - 42-10 })

9 == 29 == - 8410 »
12 == 24 == - 1340 »
i 6 -:- 20 == -39 i 0 »)
13 == 25.= - 4090' »
17 == 21 == - 670 »

3 == 35 == - 1700 »
7 == 31 == - 2560 »

1 == 37 == 2200 Ki!.

4 == 32 == 2200 »

8 == 28 == 4420 »

10 == 30 == 1280 »
14 == 26 == 3760 »

18 == 22; =- 4130 »
;) == 33 ==2610 )1

11 == 27 == 2880 »

15 == 23 == 490 »

19 == 1300»

Pour rendre la construction plus claire, nous avons tracé (fig.
253) une partie de l'épure à une échelle trois fois plus grande.

FerUle reposant en deux points avec marquise

d'un seul côté.

Soit (Pl. XVI, fige 254) une fernle reposant en deux points et
dontl'appui gaLtche se trouve à une distance l1== 6m,OO de l'extré-

mité de la fernle. Soit de plus l2= 1om,50 l'écartement des deux
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FERME AVEC MARQUISE D UN SEUL COTE 21.1

points d'appui, et h ==4m,00; h1 = i m,40; h2==om,60, les différentes

hauteurs de la ferme.
.

Supposons les fermes distantes d\lne longueur t === 4lll,00.

L'inclinaison de la toiture de la marquise est:

h'}. - 0,6 - f

~-6-ïO
Le poids au nlètre superficiel pour une couverture en zinc sera

par suite:
Charge permanente. . . .
Surcharge (neige). . . . .

24 kilos.
59 -

TOTAL.. . .. 83 kilos.

L'effet du vent pouvant être négligé sur cette partie de la toi-
ture. QuantJ l'autre partie, elle a comme largeur:

. I
[ J

2 2 . 1-'1 -9
V h - h1 + l2 = V2,6~ + io,5~ = lOm,82

et comme inclinaison:
h - h~2,6-

l iO,5

soit en chiffres ronds ~
.

La surface 1"1" étant vitrée, nous pourrons établir les poids au
mètre superficiel ainsi qu'il suit:

Pour la partie couverte en zinc:
Charge permanente. . .
Surcharge (neige) . . . .
Pression du vent. . . .

TOTAL. . . . .

Pour la partie vitrée:
Charge permanente. . .
Surcharge (neige) . . . .
Pression du vent. . . . .

TOTAL. . . . .

24 kilos.
53 -
45 -

i22 kilos.

60 kilos.
53 -
45 -

158 kilos.
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Ces charges line fois déterminées, il nous sera facile de calcu-
ler les forces qui se concentrent en chaque nœud, savoir:

1 =. im,OO . 4Iil,00 . 83k = 332k,00
II == III == 2 . 1 = 664k,00

V = 2m,319 . 4m,00 . 122k = 113fk,67

II V
IV ==- + - = 709,222 3

VI == VII == 3m,092. 4m,00. H58 -=:::1954,24.

La surcharge totale est donc égale à :
A+ B == 7409Iil,37.

Les réactions étant d'intensité différentes, nous en avons déter-
miné la valeur àu moyen du polygone des forces oab (fig. 256)
et du polygone funiculaire ~~yd'Y)Vp.ÙJ7t'p(fig. 255) et nous avons
trouvé:

A = ac= 5583k

B=cb == 1825.

Si pour déterminer la valeur de A. nous établissons l'équatioll
des moments en les rapportant au point b, nous aurons:

A. l2 - [332 . J6,5 + 664 (14,t1 + 12,0)+ 709,22.10,5+ 1131,67. 9

+ 1954,24 (6,0 + 3,0)J == 0

5478 + 1792.8 + 7446,81 + 10185,03+ 17588,16 58626 ,
A - - - ,

"83k 4- - .

10,5 '. - 10,5 - tH) ,.

En appliquant au tracé de l'épure la méthode indiquée plus haut,
nous obtiendrons les résultats suivants:

2 :..'-- 1550 Ki!. . 1 == 1500 Ki!.
6 == - 3500 » 4 == 2460 »
10=-4570 » 8 - 3800 »
t 3,== - 5660 » 12 :-~460 »

16::= - 0860 » 15 == 2420 »
20 == - {830 » 18 == 1980 »

24 == - 0750 » 22 - 1610 »
14 == - 0700 » 25 == 2160 »

1'1=-..:.- 2180 » 5 == "0520
)

19== - 0390 » 9 =:? 0810 »
23 == - 2200 » 11 ;= 0160 »

3 == 1210 » 21 == 0390 »

'1 ',-,-, t 390 )
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FERME POUR MARQUISE A FICHES ET CONTREFICHES 2i3

Pour plus de clarté, nous avons tracé (fig. 257) une partie de
l'épure à une échelle plus grande.

Ferme pour m.arquise à fiches et contrefiches.

Soit (Pl. XVII, fig. 262) une ferme d'une portée l=6m,ÛO et de

hauteur maxima h= 1m,50, d'où~=~.

Si les fermes sont à un écartement t = 3m,OO,chacune d'elles
portera une surface:

3,0 .V
l2 + h2:=:: 3,00 V

62 + 1,52 == 3,00 . 6,18.= 18m2,54.

Supposons la couverture en zinc, le poids par mètre superficiel
sera alors:

J Charge permanente. . .
Surcharge (neige) . . . .
Pression du vent. . . .

24 kilos.
53 -
45 -

TOTAL.. . . . 122 kilos.

La charge, qu'une ferme aura à supporter, sera:
122.18,54 == 2261k,88.

Quant aux charges cOl,lcentrées en chaque nœud, elles seront:

1= 226t ,88. - 282k 8
8 '

2261,88
II = III = IV =

4 = 565k,47.

Pour déterminer les efforts développés dans chaque élément,
nous commencerons par décomposer la force 1 suivant les direc-
tions 1 et 2 et ainsi de suit~ (fig. 263). Le tableau suivant donne
la valeur des efforts relevées sur l'épure:

2 == - 1120 Kil. 1 = 1160 Kil.
6 == - 2250 » 4 = 1930 »

10 -==- 3370 1) 8 = 3020 »
14 == - 4470 » 12= 4130 »

3 == - 0510 » 5 = 0530 »)

7-=-0620." 9=0810 »
11::::::-1160 » 1:3= 1060 »
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Ferme pour marquise à montants et contrefiches.

La ferme représentée (Pl. XVII, fig. 264) diffère de la ferme
précédente dans la disposition. des barres de trei~lis; elle a la
même portée et se trouve de plus soumise à l'action des mêmes
charges.

Nous avons alors:
l=6m.00; h=1m,50

1= 282k,8; II = III= IV= 565k,47.

Les valeurs ci-dessous données, ont été relevées directement
sur l'épure (fig. 265) :

2=-1120 Kil.

6 == - 2250 »
10=-3370 »

14= - 4470 »

3 =- 570 »

7 = - 850 »

11= - 1130 »

1 = 1160 Ki!.

4 = if 60 »

8 =2310 »

12 = 3470 »
5 = 1270 »

9 = 1430 »

113= 1590 »

Consoles.

Soit (Pl. XVII, fig. 226) une console de longueur 1~ 4met de
haut~ur h = 1m; sur cette console agissant les forces:

1 = 4000kos

II = III = IV == 1000kos.

Le polygone des forces (fig. 267) donne les efforts développés
dans chaque Alément-,savoir:

2 = - 6030 Ki!.
.

6 = - 7880 »

10=-12500 »

14 = -18250 »
3 =- 1000 »

7=- - 3680 »

11 =~ 7000 )

1 ~ 4500 Ki!,.

4= 4500 »
8 = 7500 »

12= 12500 »
5 = 4000 })

9::c 7800 »

13= 9130 »
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FERME A ENTRAIT SURCHARGÉ 2i5

Ferme à entrait surchargé.

Soit (Pl. XV, fig. 242) une ferme dont rentrait doit supporter le
poids du plafond. Il s'ensuit que dans cette construction les nœuds
inférieurs seront aussi chargés.

Soit Z=-20m la portée de la ferme et h = 6m, sa hauteur; d'oÙ

le rapport ~ = 260'Soit, de plus, t = 4m,l'écartement des fern1es.

Chacune d'elle portera alors une surface de couverture égale à :

4.2. V202 + 6%
== 4.2. 11,66 =93~2,28.

Supposons la couverture en ardoises reposant sur lattis métalli-
que; 1:1charge par mètre carré de couverture sera:

J

Charge permanente. .. 50 kilos.
Surcharge (neige) . . .. 60-
Pression du vent. . .. 50-

TOTAL. . . .. 160 kilos.

La charge quise concentre sur une ferme sera par suite:
93,28. 160= 14924kos,8

l\' où :
14924,8

1= Il 0::::.III = 4 = 373'1k ,2.

Si nous estimons à 100 kilos par mètre carré, le poids du
plafond, l'entrait portera donc:

20.4.100 = 8000kos

d'où:
8000

l' = U'o::c.Ill'=. . . . . . .= VU' = 8 = 1OOOkos.

Les réactions des appuis seront:
A= B::;;:; 9596kos,8.

Le I?olygone des forces (fig. 243) donne la valeur des efforts
développés dans chaque élément de la construction:
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2 = 28= - 17680 Ki!.
4 = 26 = - 16710 .»

14= 16= - H120 »

8=22=- 5060 »)
12-==18=- 6530 »

5==9 =21=25= - 970.

1= 6=10=13=15160 Kil.
17= 20= 24= 29= 15160 :.
7= 23= 23= 2000 »
3= 11 = 19= 27 = 1000 )}

15= 7600

Ferme Polonceau à une seule bielle

et à arbalétriers composés.

La forme représentée (Pl. XVII, fig. 258), a une portée

l=30m,OO et une hauteur h= 10m, d'où 7 -~. Les fermes étant
placées à un écartement t =4m, chacune d'elle porter:l une
surface:

. 1-'1. -2 2
4.2.V10 +15 =4.2.17,91=143m,28.

Supposons la couverture. en tôle ondulée;]a charge par mètre
carré pourra s'estimer ainsi qu'il suit:

Charge permanente. . .
Surcharge (neige) .' . . .
Pression du vent. . . .

25 kilos.
50
66 -

TOTAL. . . .. 141 kilos.

La charge qui se concentre sur chaque ferme sera donc
égale à :

143,28 . 141 =20202kos,48

d'où:

20202,48
1=1I = III=

4 = 5050kos,62

1+ II + III
A=B= 2

. =7075kos,93.

Connaissant la valeur des réactions des appuis, nous détermi-
nerons, (fig. 259) les efforts agissant dans chaque élément du
système Polonceau; ces efforts sont indiqués dans le polygone
des forces au moyen de traits renforcés.

.
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FERME POLONCEAU A UNE SEULE BIELLE 2i7

1 = 10 = 17720 Kil.

4 = 8 = 14920 ))

3 = 9 = 4200 ))

2= 11= 14920Ki!.
6 = 8700»
5 = 9= 6740»

Ces valeurs donnent immédiatement les forces développées
clans l'entrait et le treillis. Il n'en est pas de même pour l'ar-
balétrier qui se trouve ici composé de poutres de second
ordre.

Les charges agissant sur chacune de ces poutres sont les sui-
vantes:

20202,48
l' = II'= III'= IV'= V'= 24 = 841k,77.

Les réactions correspondantes seront:

5.841,77
a=b= 2 = 2104kos,425.

.Ainsi qu'on peut le remarquer, ces réactions a et b sont des
parties aliquotes des forces l, II, III. Elles se trouvent portées sur
l'épure (fig. 259).

.

Au moyen de ces valeurs, nous saurons déterminer les forces
intérieures agissant dans chaque élément. Ce tracé est indiqué
(fig.259) en traits fins. Les polygones des forces (fig. 260 et 261)
donnent ~es mêmes valeurs, mais une échelle double.

Les résultats sont consignés au tableau sujvant, qui se rap-
porte à la poutre à membrures parallèles:

l' = - 3720Ki!. 2'= 21'= 3080Kil.
4'= - 4800 » 6' = 18' = 2550 ))

8' = - 4860 » 10' = 14' = 4100 »
12' = - 4390 » 5' = 17' = 1870 »

16' = - 3400 » 9' = 13' = 630 ))

20' =- 1380 »)

3' = - Ij5ü == 19'
7' = - 1050== 15'

11' =- 700.

Les valeurs trouvées pour la membrure inférieure et pour les
barres de treillis sont de suite valables pour la combinaison des
deux poutres. Quant aux valeurs trouvées pour la membrure
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supérieure, elles sont à ajouter à celles trouvées précédemment
(ferme Polonceau).

Le tableau suivant résume les efforts développés dans chaque
élément de la membrure supérieure, dans le cas de poutres à .

membrures parallèles:

1+ 1'=-17720-3720=-.21440Kil.
1 + 4' = -17720 - 4800 = - 22520 »

1 + 8' = -17720 - 4860= ~ 22580 »

1 + 12' =-17720 - 4390 = - 22110 »

1 + 16' = -17720 - 3400 = - 2-1120 »

1 + 20' = -17720 -1380 = -19100 »

4 + l' =-14920 - 3720= - 18640 »
4 + 4' = - 1!1:920- 4800 = - 19720 »

4+ 8'=-14920-4860=-19780 ~
4 + 12' -= -14920 -"- 4390 = -17310 »
4 + 16' = -'-14920 - 3400= - 18320 »

4+20'=-14926--1380=- 1630 »

On pourrait dresser d'une manière ;Jnalogue le tableau relatif
aux poutres paraboliques.

Au polygone des forces se trouve porté, en st = 20202k, 48 le

poids total de la toiture, et en gr == A + B = :~ 20202 k, 48 la somme

des deux réactions qui sollicitent la ferme.

Poutre à treillis symétrique double.

La poutre en treillis (Pl. XV, fig. 233) a une portée l = 20rnet,

une hauteur m= /0 l=2rn. Les forces qui agissent sur cette-pou;;;

tre sont:
1= 11= III= IV-= V= VI= l' = II' = Ill' = IV'= 2t.

D'où les valeurs des réactions:

A=B-=9t.

Le polygone des forces correspondant a été construit avec
une tension horizontale h = 211~='4m.

Les efforts développés dans les membrures par les forces l, II,
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POUTRE A TREILLIS SYMÉTRIQUE DOUBLE 219

III, IV, V, se trouvent en doublant les ordonnées (fig. 235) du
polygone funiculaire. (Les ordonnées à considérer dans ce cas
sont désignées sur l'épure au moyen d'un cercle).

Ainsi, la force 4 aura pour valeur:
ii . h ii .2 m ..

4== = =-2.nm m
4 = 2. 4t=- 8 t

On trouverait de même:

2=18=2t5 .2= 5t.
13=14=5,5 .2= i1

10= 6,5 . 2= 13.

Quant aux efforts développés dans les membrures par les. for-
ces l', II', III', IV', nous les obtiendrons en considérant les ordon-
nées désignées au moyen d'un cercle plus petit. Le tableau sui-
vant les résume:

4=16'%:S-4.2~ 8t

8=12=- 6.2=12.

2'=18'=-2t.2=- 4t
6'=14'=- 5 .2=-10

10'= - 6 .2::= - 12.

En additionnant les valeurs correspo~dantes trouvées dans
chaque cas, nous aurons les forces agissant dans les membrures
de la poutre à treillis double, savoir.

PourJa fllembrure supérieure:

2' = 18' = - 4t,O
2' + 4 = 16 + i 8' = - 4t - 8t = - 12t

4 + 6'= 14'+ 16 = - 8 -10 = -18
6' + 8 = 12 + 14' = - 10 - 12 = - 22
8 +10'=10'+12 =-12 -12 =-24.

Pour la mèmbrure inférieure:

4' =16' =4t. 2= 8\

8'=12'=6 .2=12.

2 = 18 = 5t
2 + 4'= 16' + 18 = 5 + 8 =13t

4' + 6 = 14 + 16' = 8 + 11 = 19

6 + 8' = 12' + 14 ~:::d1 + 12=23
8' + 10 = 10 + 12' = 12 + 13 = 25.

Quant aux efforts développés dans les barres de treillis, ils sont
donnés par l'épure (Pl. XV.fig. 236). Ces efforts s'appliquent aussi
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bien à chaque poutre considérée isolément qu'à la combinaison
des deux systèmes, et les valeurs se trouvent consignées au
tableau ci-dessous:

1 == 19 =-7t06

3' 1
_,

6~= , = - a,
;)

.
5 = 15 = - 4,25
7' = 13' =- 2,82
9 ==11 =-1,40

l' =19' =5t65
3 = 17 =4,25
5' = 15' = 2,83
7 =13 =1,40
9' = 11' = 0,00.

Poutre à treillis symétrique quadruple.

.
La poutre en treillis (Pl. XV, fige 237) a une portée l = 20met

une hauteur rn= 1~l = 2m.Les forces agissant en chaque nœud

sont:
1=2=3=4=5= . . . . . 18=19=1t.

D'où la valeur des réactions:
A=B= 9\5.

Le polygone des forces correspondant ayant été construit avec
une tension horizontale h=3m=6m, les ordonnées du polygone
funiculaire multipliées par 3 donneront la valeur des efforts déve-
loppés dans les membrures. Ainsi, nous aurons pour la sec-
tion xx :

1 = 6 = 3 Y[3=3. 6t,62 = 19t,86.

Nous obtiendrons de même les efforts développés dans chaque
élément ~la membrure supérieure sera comprimée et la membrure
supérieure tendue. Le tableau suivant résume les efforts succes-
sivement pour chaque panneau, en partant de l'appui situé à
droite.

Ordonnées. Efforts dans les membrures.
Ot79. 3 = . . . . . 2t37

2,29 . 3 = . . . . . 6,87
3,62.3= . . . . . 10,86
4,79. 3= . . . . . 14;,37
15,79.3= ~ . . . . 17,37
6,62.3= . . . . . 19,86
7,29. 3 = . . . . . 21,87
7,79.3= . . . . . 23,37
8,12.3= . . . . . 24,36
8,29. 3= . . . . . 24,87.
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Nous saurons également trouver la valeur des forces agissant
dans les barres de treillis.

Nous aurons,
Pour la section xx :

cf dg
3=4=T=T=1t,59.

Pour la section X1X1 :
bp al

9=10= 4 =T=2t,66

bq ao
8=11= 4=4 =3t,36.

-Le tableau suivant résume les efforts développés dans les bar-
resde treillis successivement pour chaque panneau, en partant
de l'appui situé à gauche.

BARRES COMPRIMÉES:

1
4'10t,62 = - 2t,66

1
713,43 = ~ 3,36

1
~ 12,20 = - 3,05

1
4" 10,60 = --2,65

1
4"" 9,19 =-2,30

1

T 7t,78= -1 t,95
1

T 6,35 = -1,59

1
4" 4,95 = -1,24

1
"43,52 = - 0,88

1
"""42,11= - 0,53

1
4°,7 =-0,17.

BARRES TENDUES:

1
"4 10t,62= 2t,66

1
4"13,43 = 3,36

1
-;:-12,20 = 3,05

0}

1
410,60 == 2,65

1
4"" 9,19 = 2,30

1
4" 7t,78 =.1 t,95

1
"4 6,35 -= 1,59

1
44,95 =1,24

~ 3,52 = 0,88
4

- 1
- 2,11 = 0,53
4
1

T
0,7 = O,f7.
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Toutes les barresmonta:nt du côté du moment maximum fléchis-
sant sont comprimées et les autres tendues.

.

Dans la disposition figurée sur la droite de la poutre, les deux
. .premières barres de treillis comprimées et tendues travaillent éga-

.

lement sous un effort d'intensité :
~

13t,43= 3\36.

Il n'en est pas de même pour la disposition figurée à gauche.
Le montant sur la culée 'Opsupporte un effort de compression

~= 4t,75 provanantde la transmission en v des forces dévelop..

pées dans les barres de treillis.
DRns la disposition figurée à droite, la réaction au nœud supé-

rieur est de
~

A = 2t ,375 et le montant travaille sous cet effort à

la compression. Mais au point milieu agit la moitié de la réaction

4 A= 4t,75; la partie inférieure du montant se trouvera donc, par

suite, soumise à un effort de compressio?
~

A:=. 7t,125, c'est-à-dire

que, dans ce cas, un quart de la réaction totale se transmet direc-
tementà l'appui.

DÉTERMINATION GRAPHIQUE

DES MOMENTS D'INERTIE DES SURFACES PLANES.

Dans la R!~l~E!. des calculs de résistance qui se présen-
tent dans lapr~!}illl~, qu'il s'agisse par exemple des diInen-
sions à donner à une p<2-~!re,à une colonne, etc. il faut
connaître le moment d'inertie de leurs sections, comme on le
démontre dans tout cours de résistance des matériaux. A côté
d'une exactitude suffisante, la détermination graphique des mo-
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ments d'inertie des surfaces planes offre en outre de très grands
avantag-es; nous croyons donc utile de développer ici cette cons-
truction graphique.

Le moment d'inertie, entrant dans toutes les formules relatives
à la résistance des matériaux, doit toujours être rapport8 à un
axe passant par le centre de gravité de la section.

Aussi nOllS faudra-t-il, avant de passer à la recherche du mo-
ment d'inertie, nous occuper tout d'abord de la construction gra-
phique du centre de gravité des surfaces planes.

Construction graphique du centre de gravité

des surfaces planes.

Pour ..déterrniner la position du centre de gravité de la surface
irrégulière représentée (Pl. XVIII, fige 273), nous la diviserons
au moyen de lignes parallèles eu surfaces élémentaires que nous
saurons mesurer. Nous considérerons ensuite chacune des lon-
gueurs proportionnelles 1,2,3.. ..9, comme des forces parallèles
agissant au~centre de gravité de chaque élément, et nous pour-
rons construire le polygone des forces oab (fig. 274) et le poly-
gone funiculaire correspondant a.~TÙ'l)CPÀp.v(Ù7t".Les côtés extrêmes
du polygone funiculaire prolongés se coupent en un peint p, qui
est précisément un point de la direction pi de la résultante R des
forces considérées. Quant à cette droite pi, elle doit passer par
le centre de gravité cherché.

Si maintenant nous divisons la surface donnée en nouveaux
éléments au moyen de lignes parallèles, formant avec les pre-
mières lignes de division, un angle quelconque; par exenlple, au
moyen de lignes horizontales, nous pourrons, en appliquant le
procédé donné ci-dessus, construire le polygone des forces et le
polygone funiculaire (fig. 275, 273), correspondant auxlongueurs
proportionnelles 1 ',2 ',3' 7', considérées comme forces. La direc-
tion -rr de la résultante R des forces '1'2', etc..., doit également
passer par le centre de gravité cherché. '

Le point d'intersection C des directions de deux résultantes
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égales R et R serà donc le centre de gravité de la surface don-
"nee.
A la simple inspection de la surface irrégulière (Pl. XVIII,

fig. 273), on voit qu'elle a été décomposée en éléments ayant la
forme de triangles, de trapèzes et de segments paraboliques; il
est donc avant tout nécessaire de connaître la position des cen-
tres de gravité de ces surfaces. élémentaires; c'est pourquoi nous
donnons ci-dessous la recherche du centre de gravité des plus
importantes d'entre elles.

.

1. - Le centre de gravité C d'un triangle (Pl. XVIII, fig. 268)
est le point de rencontre des trois médianes de ce triangle. Il se
trouve donc par conséquent au tiers de cette médiane à partir du
côté considéré comme base. Des propriétés mêmes du triangle,
nous pourrons conclure que son centre de gravité se trouve aussi
sur une parallèle à un côté quelconque pris comme base, menée
au tiers de la hauteur correspondante. .

2. - Pour trouver le centre de grayité d'un trapèze (Pl. XVIII,
fig. 269), nous mènerons avant tout la droite joignant les points
milieux r et s des côtés parallèles. Nous porterons, sur le pro-
longement du plus petit parallèle ab, en bn la longueur du plus
grand côté cd ; nous porterons ensuite dans le prolongement de
cd, en dt le côté ab. En joignant les points ainsi déterminés n et
t, nous trouverons au point d'intersection des droites nt et sr le
centre de gravité cherché C.

3. - Dans un demi cercle (Pl. XVIII, fig. 270), le centre de gra-
vité G se trouve à une distance oC == 0,424r du centre 0 sur le
rayon partageant la surface en deux parties égales.

4. - Dans un secteur circulaire (Pl. XVIII, fig. 271), le centre

de gravité C setrouve à une distance oC= ~r sur le rayon bissec-
teur de l'angle au centre. .

5. - Le centre dG gravité d'un segment parabolique tsr (Pl.
XVIII, fig. 272) est situé sur l'axe de la parabole à une distance

oC= ~œ de la corde sous-tendue. Le centre de gravité de l'(Hé-

ment tor ou osr a pour coordonnées:
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2
oC=-x

5
3

Cc 0:;=8""
y.

Le centre de gravité Crde la surface trsu limitée par la para-

bole et les deux tangentes tu et su est donné par l'ordonné
1

rC'=;:;x.
v

Enfin le centre de gravité des deux surfaces égales rtu et rsu
a pour coordonnées:

1
C'r=7x

;)

1
c' C'=

""4
y.

Toute surface irrégulière, surtout si elle ne se trouve limitée
que par des lignes droites, pourra se décomposer simplement en
triangles, dont nous saurons trouver les centres de gravité. Les
longueurs proportionnelles représentant chaque élément seront
ensuite à considérer comme forces parallèles agissant aux diffé-
rents centres de g~avité. Appliquant alors le même procédé que
ci-dessus, nous trouverons le centre de gravité cherché au point
de rencontre des directions de deux résultantes égales R et R' .
Dans ce cas les surfaces élémentaires seront à mesurer une seule
fois; par contre la position de chaque centre de gravité devra
être parfaitement détermjnée, chose facile pour un triangle.

pans la construction décrite la première, nous avons été con-
duits à mesurer deux fois les surfaces élémentaires.

Dans ce cas, la position exacte des centres de gravit~'n'est pas
nécessaire, mais celle des axes passant par chacun d'eux. Si
Çloncla largeur des lamelles élémentaires se trouve être suffisam-
ment petite, ces axes coïncideront à très peu près avec les mé~
dianes des éléments, et nous pourrons-, sans erreur sensible,
employer ces dernières à la recherche du centre de gravité de la
surface donnée.

Ulle surface a-t-elle un axe de symétri0, son centre de gravité
15
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se trouve naturellement situé sur cet axe; dans ce cas, une seule
décomposition en surfaces élémentaires est nécessaire.

La surface donnée a-t-elle deux axes de symétrie, son centre
de gravité est précisément le point d'intersection de ces deux
axes.

Dans toutes les figures régulières, le centre de figure et le
centre de gravité se confondent en un s'eul et même point.

Dans l'exemple traité (Pl. XVIII, fig. 273), nous avons pris
a = 40mm, et nous avons trouvé comme résultat f = 27,mm2=
R=R.

Sa surface est alors:

F =f. a =27,2.40 = 1088mm2.

Cette surface est-elle la section d'un prisme de hauteur h =
1000mm,le poids de ceprisme sera, en supposant le poids spéci-
fique de sa matière, égal à 7,89 (poids spécifique du fer)..

\

(F .h )mm3 .
1'=1088 . 1000 . 7,89= 8584320milligr.ammes

= 8k,584~

Il résulte de ce qui se présente que, si les dimensions du corps
sont exprimées en centimètres, décimètres, mètres, le résultat le
sera en grammes, kilogrammes, tonnes.

Détermination graphique du moment d'inertie

d'une surface plane.

Nous voulons nous occuper principalement ici du moment
d.'inertie d'une surface plane, pris par rapport à un axe passant
par le centre de gravité de la section considérée.

Soit par exemple (Pl. XVIII, fig. 276) la section d'un fer à T;
nous voulons en déterminer le moment d'inertie par rapport à' un
axe passant par le centre de gravité et parallèle au côté rs. ~our

, l
'cela, décomposons la section donnée en surfaces, élémentaires,

que nous saurons facilement mesurer. Portons en mn (fig. 277)
les longueurs proportionnelles 1, 2,3, 4, 5, représentant ces élé-
ments. Considérant alors ces surfacgs comme des forces parallè..,
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lés, ayant chacune leur point d'application au centre de gravité de
l'élement, nous pourrons, au moyen de la distance polaire b,.
prise arbitrairement,. construire le polygone funiculaire oc~"tl)q>'/r.
(fig. 278) correspondant au polygone des forces omn. En prolon-
geant les côtés extrêmes o:.~ et ~7:.jusqu'à ]eur point d'intersec-

tion p, nous trouverons en pC,un axe pa~sant par le centre de
gravité. :Maiscomme la section donnée a un axe de symétrie pq,
il s'en suit que le point C sera le centre de gravité cherché. Le
polygone funiculaire, ainsi construit, enveloppe la courbe funicu-
laire correspondant à la section considérée; les points o:.,e,i,r,s,r.
sont autant de points de tangence. La courbe joignant ces points
est.formée par deux paraboles tangentes au point s, correspon-
dant avec deux charges uniformément réparties.

Nous allons démontrer que la surface oceirs-r-p, comprise
entre ces deux paraboles et les tangentes o:-pet 7Cp(surface om-
brée sur l'épure) est proportionnelle au moment d'inertie de la
section considérée.

Pour cela, prenons un élément très petit ~F; soit x sa dis-
tance à l'a~e passantparJe centre de gravité. Le moment d'inertie
de cet élément a pour valeur:

ÂJ = Â F . x2.

La sommation des moments d'inertie de tous les éléments
très petits, entrant dans la section donnée, représentera le mo-
ment d'inertie cherché, savoir:

J = ~ Â J = ~ (Â F . x'9-).

Mais comme nous avons pris a comme base de réduction de la
surface F, nous aurons:

ÂF=a.Â,.f

où !1f est la longueur proportionnelle de l'élément 0.F.
.

Or,le moment de !1F, pris par rapport à l'axe considéré, est
donné par l'expression !1fx. Ce moment peut se construire faci-
lement. Pour cela,~c1écomposons dans le polygone des forces la
force 2 en !1f et 2 - !1f, et menons dans le polygone funiculaire
le nouveau côté 't''t'' .Les deux côtés du polygone funiculaire 't''t'',et
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'\"'1),correspondant à l'élément i1F, prolongés, interceptent sur
l'axe considéré la longueur i1y=oo (c'est-à-dire l'ordonnée pro-
portionnelle au moment cherché). Nous pourrons donc écrire la
relation suivante:

!J.f. x = b. Y .b.
En multipliant les deux ter[ües de cett~ égalité par la quantité

ax, nous aurons:
!J.f. a . X2 = !J. Y . a . b . x.

Mais i1(a= LlFet i1yx est le double de la surface dn triangle
,'/00. Le moment d'inertie de l'élément llF aura donc pour expres-
sion:

b.F. x2 = a. b. 2 (surface ...'00)=!J. J.

11 en est de même pour tout autre élément i1F.
La sommation des moments d'inertie de tous les éléments 6.F

donnera la valeur du moment d'int3rtie de la section considérée,
et nous pourrons, en faisant d~ suite sortir du signe ~ les quan-
tités constantes poser l'équatian. suivante:

J = 2. a. b}; (surface TT 00).

Mais 2J(surf. 't"'oo)n'est autre que la surface tl.eir's7':p;d'où la
valeur du moment d'inertie:

J = 2. a. b (surface cr. e i l' S 7r P).

Si donc nous mesurons la surface tl.eir's7':pen la rapportant à la
base c, et si nous désignons par i sa longueur proportionnelle~
nous aurons:

J=2.a.b.c.i
ou bien:

. J
~= .

2.a.b.c'

A cet effet, nous avons transformé (Pl. XVIII, fig. 278) la sur-
face iJ.eirs7':penun triangle équivalant pAB; nous avons PQrté en
Bk le double de la base c, et nous avons trouvé en rr la valeur de
i, c'est-à-dire la longeur proportionnelle du moment d'inertie
cherché.

.

Le fer à T, dont le profil est tracé en grandeur naturelle (Pl.
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XVIII, fig. 270) est un échantillon des forges de Pompey et d'Apre-
mont (Meurthe-et-Moselle), usines Dupont et Fould.

Nous avons pris comme base:
a == 20mm

b= 20mm
c = 25mm.

Nous avons trouvé comme résultat de notre construction:
i = 1;:;,50mm,

D'o~la valeur de J :
J = 2. a, b, c. i = 2.20,20,2;:;, H),5= 310000mm4

ou bien encore exprimé en cm4 :

J = 2.2.2.2,;:; .1,55 =3t,em40.

La section de ce fer à Test {fig. 277) :

F= f. a= mn. a==45,mm8. 20Illm= 916mm2.

D'où son poids au mètre couranl :
p = 45,8.20.1000.7,79 = 7k,13.

Le moment de résistance de ce même fer s'obtiendra en divi-
sant le moment d'inertie J par les distances d et d~ des fibres les
plus éloignées au centre de gravité C; d'où:

J 310,oOOmm4- = = 7654mm3
d 40,5mm

J 310 00ûmm4- = ' . = 15897mm3.
d~ 19,5Ulm

Moment d'inertie d'un fer I.

Soit, par .exemple à déterminer le moment d'inertie du fer 1
(Pl. XVIII, fig. 279) par rapport à l'axe XX, mené par le centre
de gravité parallèlement à l'arête supérieure dê l'aile. La section
de ce fer ayant deux axes de symétrie, la position du centre de
gravité C se trouve donc parfaitement déterminée.

Partageons la partie située à gauche de l'axe XX en surfaces
élémentaires, dont nous saurons déterminer facilement les cen~
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tres de gravité. },lesurons ces surfaces et formons, au IDoyen -des.
longueurs proportionnelles 1,2, .6, le polygone des forces mn
(fig. 280). Prenant alors b comme distance polaire, nous pourrons
construire le polygone funiculaire correspondant o:,~y"f)~w~À.Les
côtés de ce polygone-enveloppe sont tangentes à la courbe funi-
culaire, et leurs points de tangence sont déterminés pàrles lignes
de séparation des surfaces élémentaires.

.

L'axe XX étant un axe de symétrie de la section considérée,
nous pourrons, au moyen d'une simple projection, construire la
seconde moitié du polygone funiculaire.

Portons dans le polygone des forces en np la longueur mn; le
rayon op du polygone des forces devra être parallèle au dernier
côté du polygone funiculaire -rp.

La surface comprise entre la courbe funiculaire et ses tangentes
extrêmes prolongées est, comme nous l'avons démontré plus haut,
proportionneHe au moment d'inertie cherché. En raison de la
symétrie, il nous suffira de mesurer la moitié de cette surface et
de multiplier par 21e résultat obtenu.

Dans le tracé de la courbe funiculaire, nous n'avons indiqué
que la parabole correspondant à la partie qr et nous avons admis
que, dans ses autres parties, cette courbe se confondait avec ses
tangentes. A la simple inspection de la figure on verra que l'er-
reur ainsi commise est complètement insignIfiante.

Transformons la demi surface en un triangle équivalent rJ.Ap
et portons en o:,kle double de la base c; la longueur trouvée rr
multipliée par deux sera proportionnelle au moment d!inertie
cherché.

Nous pourrons alors poser:

2 . rl' == i

J == 2 . a . b . c . i.

Si les forces représentant les surfaces élémentaires ont été
menées parallèlement à l'axe XX, le moment d'inertie trouvé se
rapportera à l'axe XX.

Le fer l, représenté Pl. XVIII, fig. 279 en grandeur naturelle,
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est un échantillon de l'album des fers de la Société Vezin-Aul-.
noye (Forges et laminoirs du Tilleul à Maubeuge et à Saint-Marcel
à Hautmont, Nord).

Les bases qui ont servi à la construction de J, sont les sui-
vantes: .

a == 20mm

b == 40mm

c == 60mm,

Le résult3t trouvé est:
i == 2 . r1'= 2 . 23mm == 46mm.

D'où:
J =- 2 , a . b . c , i = 2 . 20 , 40 . 6J . 46

J = 4416000mm4 .

Avec les bases a,b,c, exprimées en centimètres ou en mètres,
nous obtiendrons comme résultats:

\ .

Dans le premier cas:
J = 2.2.4 . 6 .4,6 = 4H,6cml,

Dans le second:
J =- 2.0,02.0,04 , 0,06 . 0,046 = 0,ml'OOOOO0442.

La section de ce fer est:
F = f, a. 89,8.20 = 1796mm:t.

n'Où son poids au mètre courant:
p = F . 1000 .1= 1796 . 1000,7,79::= 14ltg.

Nous avons pris la base c=d, la valeur du moment de résis-
tance sera donc:

J 2.a.b.c.i
([== c =2.a.b.i

J D

- = 2 . 20 . 40 . 60 . 46 = 73600mm'J.
d

Soit maintenant à déterminer le moment d'inertie du même
fer l par rapport à l'axe X~ X~ situé à une distance x de l'axe XX.

Le polygone funiculaire construit clans le cas précédent nous
servira encore; nous en prolongerons les deux côtés extrêmes
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jusqu'à l'axe X~ X. et le double de la surface du triangle est sera
à ajouter au résultat trouvé ci..:dessus.

Pour cBla, mesurons la surface de ce triangle pst en le rap-
portant à la base c et soit i1 la longueur proportionnelle trouvée.
Nous aurons en désignant par J~ le moment d'inertie rapporté à
l'axe X. X1 :

J. ==2. a. b. e (i + id.
Comme on le démontre dans le cours de résistance des maté-

riaux, la relation suivante existe entre les deux moments d'inertie
rapportés aux deux axes XX et, X1 X~, savoir:

J1 ==J + Fx2.

Comme résultat de construction (Pl. XVIII, fige 281), nous
avons trouvé:

i. - 16,84mm.

D'où:
i + i. ==46 + 16,84::::; 62mm,84.

Le moment d'inertie J1 aura donc poût valeur:

J. == 2 . a . b .c (i + id == 2 .20.40.60.62,84
J1 - 6032400mm4.

La valeur de ce même moment calculée au moyen de la seconde
formule sera:

J. == J + FX2 == 4416000 + f796 . 302 == 6032400mm4.

Comme on peut le voir, nous saurons déterminer la valeur du
moment d'inertie par rapport à un axe quelconque.

Si le fer l considéré (Pl. XVIII, fige 280) se trouve soumis à
l'action de forces parallèles à l'axe de yy, le moment d'inertie
doit être rapporté à l'axe XX. Si les forces étaient parallèles à
l'axe XX le moment d'inertie serait à prendre par rapport à
l'axe yy.

Nous pourrons encore établir entre le moment d'inertie et la
surface d'un même profil la relation suivante:

J == Fr2

où r représente le rayon de giration.
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De là, l'équation:
J 2.a.b.c.i

r2=F"= a.f

Si nous prenons 2c = f, nous aurons:
r2 ==. b . i;

2.b.c.i
f

ou bien:

r = Vb. i.

Autrement dit, le rayon de giration est moyenne proportion-
nelle entre les deux quantités b et i.

L'expression Vb. i, peut se construire graphiquement d'une
manière e:icess~vement simple. Nous avons donné un exemple
d'une telle construction (Pl. l, fig. 6 et 7).

Si nous déterminons les valeurs de r correspondant à tous les
axes passant par le centre de gravité, et si, à partir de C, nous
portons sur chaque axe la valeur trouvée, nous obtiendrons, en
joignant par un trait continu les extrémités de r, une ellipse. Cette
ellipse s'appelle l'eHipse d~inertie de la section considérée et l'el-
:lipse correspondant au centre de gravité s'appelle l'ellipse cen-
tral~.

Le petit axe de cette ellipse coïncide avec l'axe pour lequel le
moment d'inertie est un minimum, le grand axe correspond au
maximum.

Or nous savons qu'une ellipse est parfaitement déterminée
lorsque les valeurs du grand axe et du petit axe sont connues.
Dans chaque cas particulier, nous n'aurons donc qu'à construire
les valeurs maxima et minima du moment d'inertie.

Dans une surface à un axe de symétrie, le grand axe de l'ellipse
coïncide avec l'axe de symétrie, tandis que le petit axe est encore
indéterminé.

Dans une surface à deux axes de symétrie, les deux axes de
l'ellipse se confondent avec les axes de symétrie.

Pour une surface régulière, l'ellipse d'inertie se transforme en
un cercle; il suffit alors dans ce cas de construire une seule
valeur de r.
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. Moment d'inertie d'une section composée de deux cornières.

Soit (Pl. XIX, fig. 282) une section composée de deux cornières
réunies en croix. Cette section a deux axes de symétrie. Le centre
de gravité C est le point d'intersection de ces deuX' axes. Pour
l'un d'eux, le moment d'inertie sera un maximum.

Si donc nous construisons les deux moments d'inertie Jx et Jy
correspondant aux axes XX et YY, l'ellipse d'inertie sera par
là-même parfaitement déterminée.

Pour construire le moment d'inertie Jx, partageons la section
considérée, ou simplement encore le quart de cette section, en
lamelles parallèles à l'axe XX.

Mesurons ces surfaces élémentaires et fonnons au moyen des
longueurs proportionnelles prises en double le polygone des
forces mn (fig. 283). Prenons cornme distance polaire on~ b et
construisons le polygone funiculaire correspondant o:~y~'l)(fig.284).
Traçons la courbe funiculaire o:Set prolongeons le côté o:~ jusqu'à
sa rencontre avec l'axe XX. La surface ai"Qsiobtenue o:sp(surface
ombrée sur l'épure) multipliée par deux sera proportionnelle au

moment d'inertie Jx. Rapportons cette surface à la base c = ~ =
mn et pour cela transformons-la en un triangle équivalent o:pA.La
longueur rr ainsi obtenue représentera le double de la surface
ombrée; par suite ix = rr se rapportera à la section entière.

Ayant pris la base c = f le rayon de giration. correspondant à

l'axe XX aura pour expression:

rx == Vb. ix.

La détermination graphique de 'J"x est indiquée (fig. 285) où
ps=b, sq=ix, po = oq et st=rx. Ce rayon rx se trouve porté
en Cvet Cu(fig. 282) c'est un axe de l'ellipse d'inertie.

Déterminons maintenant le moment d'inertie de cette même
section par rapport à l'axe YY.

Pour cela décomposons un quart de la section en lamelles paral- .
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lèles à l'axe YY. Mesurons chacune de ces surfaces élémentaires et
portons le double des résultats trouvés en m'n'. Au moyen du
polygone des forces o'rn'n', nous construirons le polygone funi-
culaire correspondant ~~yû"t)(ù(fig. 287).La surface comprise entre
la courbe funiculaire ~e, la tangente ~~ prolongée, le côté eu>
et l'axe YY est proportionnelle au moment d'inertie cherché.
Transformons cette surface en un triangle équivalent a,Apet

mesurons ce triangle en le rapport~nt à la base c = r. La

longueur iy représentera le double de la. surface ombrée; elle
correspondra donc à la section totale.

Construisons ensuite l'expression:
. .

'l'y == V b .iy.

Cette construction est indiquée (fig. 288), où ps = b; sq = iy,
op=oq et st=r.y.

Portons de même en Cs et Ct la valeur de ce rayon ry; la lon-
gueur st sera le second axe de l'ellipse.

Connaissant les deux axes, nous pourrons tracer facilement
l'ellil)se d'inertie centrale sutv.

Pour l'axe XX le moment d'inertie est minimum; pour l'axe YY,
il est maximum.

J x == 2 . a . b . c . ~'x== a . b . f . ix == F . 'J'x2
J y = 2 . a . b . c . iy = a . b . f . iy = F . ry2.

Pour les deux axes ZZ parallèles aux ailes des cornières, les
moments d'inertie sont égaux et ont pour valeur:

Jz= Frz2.

Les cornières, tracées en grandeur naturelle (Pl. XIX, fig.
282), sont des échantillons de l'Album des Fers de la société
Vezin~Aulnoye; forges et laminoirs du Tilleul à Maubeuge et de
Saint-Marcel à Hautmont (Nord).

Les bases de construction sont:

a = 20mm
b = 25mm

f
c= - 34mm D.

2 '
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Les résultats trouvés:

ix =21 5mm,
.

3'" "'"~y = û,,,,omm

rx = 23,2mm
ry = 29,7mm
rz =25,7mm.

Remplaçant les lettres par leurs valeurs dans les équations
données ci-dessus, nous aurons:

F= a. ft.t:=20.67 == 1380mm2

~ = 1380.1000.7,79 =5kg,37 pour 1 cornière

p = 10kg,75pour les deux
Jx = 2 .a . b . c . ix = a . b . f. iy

=- 20.25.69.21,5 =- 741750mm4
J y = 2 . a . b . c . iy = a . b . f. ix

= 20.25 . 69 .35,25 =- 121612!)mm4

Jx = F . r{J/2= 1380.23,22 = 7417!)Omm4

Jy = F .1',l = 1380.29,72 =- 1215780mm4

Jz = F . rz2 = 1380.25,72 = 918!)83mm4.
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